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PREFÁCIO 


Esta terceira edição tenta alcançar um equilíbrio entre os conceitos e a apresentação do material 
que interessaram aos leitores das edições anteriores e as mudanças significativas feitas para 
reforçar e modernizar alguns aspectos do texto. Achamos que esse equilíbrio foi alcançado, 
tornando o texto interessante para um público mais amplo. Muitas mudanças e acréscimos são 
resultados de sugestões e comentários de leitores e revisores. Além disso, essas mudanças foram 
feitas visando ao público fundamental o estudante que utilizará o livro. Por essa razão, as 
soluções dc cada exemplo foram cuidadosamente lidas, a fim de torná-las mais claras. Onde 
achamos que poderia ser útil. acrescentamos, também, mais explicações ou destacamos pontos 
cruciais para a sequência da solução. 

Como antes, este texto pretende satisfazer as necessidades de um instrutor que almeja 
mais do que simplesmente uma introdução ao assunto. Além do material básico de equações 
diferenciais ordinárias, o livro apresenta um capítulo sobre equações não-lineares e estabilidade 
e alguns capítulos sobre equações diferenciais parciais e problemas de valores dc contorno. É 
recomendado para cursos dc um ou dois semestres. 


NOVOS ASPECTOS 

Alguns aspectos novos, que esperamos que os estudantes achem interessantes e instigamos, 
foram acrescentados ao texto. Ensaios, escritos por matemáticos proeminentes em sua especiali- 
dade. foruru incluídos no final dos Capítulos 3. 4 e 5 do volume I. c 9 c 12 do volume 2. Cada 
ensaio reflete os pensamentos, criatividade c opiniões de seu autor e tem por finalidade ilustrar 
o material exposto no capitulo precedente. Esperamos que a inclusão desses ensaios desperte o 
interesse dos estudantes, encorajando-os a Icr matemática e ajudando-os a se conscientizarem dc 
que equações diferenciais não são simplesmente uma mera coleção seca dc métodos, fatos c* 
fórmulas, mas um assunto vibrante com os quais as pessoas podem trabalhar. 
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XVI 


Equações Diferenciais Volume I 


MUDANÇAS NESTA EDIÇÃO 
Volume 1 

• A Seção 1.2 irata agora somente do conceito de uma equação diferencial como um modelo 
matemático. 

• O material sobre a equação diferencial de uma família de curvas foi suprimido. Uma breve 
discussão desse conceito aparece agora na Seção 3. 1 (Trajetórias Ortogonais). 

• O método dos coeficientes indeterminados é um dos tópicos mais controvertidos em um 
curso de equações diferenciais. Nas três últimas edições, esse tópico foi abordado usando se 
um operador diferencial como uma ajuda para determinar a forma correta de uma solução 
em particular. Na preparação desta edição, muitos revisores apontaram que a abordagem por 
anuladores era muito sofisticada para seus alunos e solicitaram uma abordagem baseada em 
regras mais simples. Outros revisores, porém, estavam satisfeitos c não desejavam mudança 
alguma. Para atender a cada uma dessas preferências, ambas as abordagens foram apresen- 
tadas nesta edição. O instrutor pode agora escolher entre coeficientes indeterminados com 
base no princípio da superposição para equações diferenciais lineares não-homogêncas 
(Seção 4.4) ou com base no conceito de anuladores diferenciais (Seção 4.6). Além disso, 
nesta edição, a noção de um operador diferencial é agora apresentada cm uma seção 
separada (Seção 4.5). Portanto, observamos que o importante c útil conceito de operador 
diferencial deverá ser apresentado de alguma maneira. 

• A revisão de série de potências na Seção 6.2 foi bastante ampliada. Uma discussão sobre a 
aritmética de séries de potências (adição, multiplicação e divisão de séries) foi também 
adicionada. 

• Uma breve discussão sobre determinação dos coeficientes em uma decomposição de frações 
parciais e uma nota histórica sobre Oliver Hcaviside foram acrescentadas na Seção 7.2. 

• A discussão sobre as propriedades operacionais da transformada de Laplace foi agora 
dividida em duas seções: Seção 7.3, Teoremas de Translação e Derivadas de Transformadas; 
e Seção 7.4. Transformadas de Derivadas. Integrais e Funções Periódicas. Essa separação 
permite maior clareza e um tratamento mais amplo dos tópicos. 


Volume 2 

• Eliminação Gaussiana, além de eliminação de Gauss-Jordan. é agora discutida na Seção 8.4. 
A notação para indicar operação nas linhas de uma matriz aumentada foi aprimorada. 

• O Capítulo 9, “Métodos Numéricos para Equações Diferenciais Ordinárias’*, sofreu uma 
ampliação significativa e foi parcialmente reescrito. O método de Adams-Bashforth/Adams- 
Moulton foi adicionado à Seção 9.5. Seção 9.6 . Erros e Estabilidade, e Seção 9.8. Problemas de 
Valores de Contorno de Segunda Ordem, são novidades desta edição. 



Volume / Prefacio 


XVII 


Os programas BASIC, anteriormcnte no Capítulo 9, foram suprimidos. 

O Capítulo 10, “Sistemas Autônomos no Plano e Estabilidade”, é novidade desta edição. 
Esses tópicos foram adicionados cm resposta a reações favoráveis de leitores e revisores du 
edição anterior. 

O material dos Capítulos 10. 1 1 c 12 foi ampliado e reorganizado como Capítulos II. 12. 13 
c 14 nesta edição. 

Capítulo 15. ‘ Métodos Numéricos para Equações Diferenciais Parciais”, é novidade. 

Novos problemas, aplicações, ilustrações, observações c notas históricas foram acrescen- 
tadas ao longo do texto. 


Dennis G. Zill 
Michacl R. Cullcn 
Los Angeles 
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INTRODUÇÃO AS 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


1.1 Terminologia e Definições Básicas 
I O] 1.2 Alguns Modelos Matemáticos 

Capítulo 1 Revisão 

Capítulo I Exercícios dc Revisão 


Conceitos Importantes 

Equações diferenciais ordinárias 
Equações diferenciais parciais 
Ordem dc uma equação 
Equação linear 
Equação não-linear 
Soluções 
Solução trivial 

Soluções explicitas e implícitas 
Família dc soluções a /»- parâmetros 
Solução particular 
Solução singular 
Solução geral 
Modelo matemático 


As palavras diferencial e equações obviamente sugerem a 
resolução de algum tipo de equação envolvendo 
derivadas. Na verdade, a frase anterior contém a história 
completa sobre o curso que você está prestes a iniciar. 
Mas antes de começar a resolver qualquer coisa, você 
tem de conhecer algumas definições e terminologias 
básicas sobre o assunto. Este é o conteúdo da Seção I . I . 
A Seção 1.2. aborda a motivação. Por que você. um 
futuro cientista ou engenheiro, precisa estudar este 
assunto? A resposta é simples: equações diferenciais são o 
suporte matemático para muitas áreas da ciência e da 
engenharia. Por isso. na Seção 1.2. examinamos, ainda 
que brevemente, como as equações diferenciais surgem a 
partir da tentativa de formular, ou descrever, certos 
sistemas físicos em termos matemáticos. 
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l.l TERMINOLOGIA E DEFINIÇÕES BÁSICAS 

No curso dc cálculo, você aprendeu que. dada uma função v = /(.r), a derivada 

* = fXx) 

é também, ela mesma, uma função de x e é calculada por regras apropriadas. Por exemplo, se 
y = e*'\ então 

g = 2xe'' ou g = 2xy. (I) 

O problema com o qual nos deparamos neste curso não é: dada uma função y = f(x), 
encontre sua derivada. Nosso problema é: dada uma equação como dy/d. x = 2vv. encontre, de 
algum modo. uma função y = J[x) que satisfaça a equação. Em outras palavras, nós queremos 
resolver equações diferenciais. 

DEFINIÇÃO l.l Equação diferencial 

Uma equação que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variáveis dependentes, em 
relação a uma ou mais variáveis independentes, é chamada de equação diferencial (ED). 

Equações diferenciais são classificadas de acordo com o tipo. a ordem c a linearidade. 


Classificação pelo Tipo 

Se uma equação contém somente derivadas ordinárias dc uma ou mais variáveis dependentes, 
com relação a uma única variável dependente, ela é chamada de equação diferencial ordinária 
(EDO). Por exemplo, 

g - Sv = I 
dt ' 

(y - x) dx + 4.v dy = 0 



são equações diferenciais ordinárias. Uma equação que envolve as derivadas parciais de uma ou 
mais variáveis dependentes de duas ou mais variáveis independentes é chamada de equação 
diferencial parcial (EDP). Por exemplo. 
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são equações diferenciais parciais. 


jc— + y — = ti 
dx dy 

3 2 m _ 9~ti 1 <k 
òx 2 ~ 3/ 2 " " 3 / 


Classificação pela Ordem 

A ordem da derivada de maior ordem em uma equação diferencial é. por definição, a ordem da 
equação. Por exemplo. 


segunda ordem 


primei ra ordem 


d / , O 

^ + 5 (&] - 
'.v 2 [dx J 


4v = r' 


6 uma equação diferencial ordinária de segunda ordem (ou de ordem dois). Como a equação 
diferencial (y - x) dx + 4 xdy = 0 pode scr escrita na forma 


4.t^ + y = x 
dx 


dividindo-se pela diferencial dx, Irata-sc então de uma equação diferencial ordinária de primeira 
ordem. A equação 

i d 4 u d 2 // . 

é uma equação diferencial parcial de quarta ordem. 

Embora as equações diferenciais parciais sejam muito importantes, seu estudo de- 
manda um bom conhecimento da teoria de equações diferenciais ordinárias. Portanto, na dis- 
cussão que se segue, limitaremos nossa atenção às equações diferenciais ordinárias. 

Uma equação diferencial ordinária geral de /i-ésima ordem é freqüentemente represen- 
tada pelo simbolismo 


F \ * * 


O que vem a seguir é um caso especial de (2). 


2H- 
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Classificação como Linear ou Não-Linear 

Uma equação diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita na forma 




d"y 


d“-'y 


— + a n - |(X) -^J77 + - + aitr)^ + «o(*)y = g(x). 


Observe que as equações diferenciais lineares são caracterizadas por duas propriedades/ 

(i) A variável dependente y c todas as suas derivadas são do primeiro grau; isto é, a 
potência de cada termo envolvendo y é I. 

(ii) Cada coeficiente depende apenas da variável independente x. 

Uma equação que não é linear c chamada de não-linear. 

As equações 

xdy + ydx = 0 
/' - 2/ + y = 0 

\ d*y ■» d~x , dy . ^ * 

e .r'— 4 - ^ + 5v = e x 

dx } dx 2 dx 

são equações diferenciais ordinárias de primeira, segunda e terceira ordens, respectivamente. 
Por outro lado. 

[coeficiente depende I potência * I 

• T ~ d\ Ç 

yf - 2/ = j e ^ + r = 0 

dx 3 

são equações diferenciais ordinárias não-lineares de segunda e terceira ordens, respectivamente. 


Soluções 

Como mencionado antes, nosso objetivo neste curso é resolver ou encontrar soluções para 
equações diferenciais. 


DEFINIÇÃO 1 .2 Solução para uma Equação Diferencial 

Qualquer função f definida em algum intervalo /, que, quando substituída na equação diferencial, 
reduz a equação a uma identidade, é chamada dc solução para a equação no intervalo. 

Em outras palavras, uma solução para uma equação diferencial ordinária 

Ffa y * /• = 0 
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a 


c uma função f que possui pelo menos n derivadas c satisfaz a equação; isto é. 

F<*mr<A / {,,i M) = o 

para todo a* no intervalo I. Propositadamente. deixamos vaga a forma precisa do intervalo / na 
Definição 1.2. Dependendo do contexto da discussão. / pode representar um intervalo aberto 
(o, b), um intervalo fechado (<i. b |. um intervalo infinito (0. ©°) e assim por diante. 


EXEMPLO 1 


Verifique que y = .vVlóé uma solução para a equação não-linear 

t - 


no intervalo (- <*>. <*>). 


Solução Uma maneira de comprovar se uma dada função c uma solução é escrever a equação 
diferencial como dy/dx - xy 1 = 0 c verificar, após a substituição, se a diferença acima 
dy/dx - xy W2 é zero para todo x no intervalo. Usando 



percebemos que 


r/v 

dx 


para todo número real. 




EXEMPLO 2 

A função y = ve' é uma solução para .t equação linear 

v" - 2/ + v = 0 

no intervalo «>). Para verificai isso. calculamos 

/ = + e % e f = jwr* + 2e\ 

Observe /' - 2/ + y = (.r«r l + 2e x ) - 2(.re' +e‘) + xe l = 0 

para todo número real. ■ 

Note que, nos Exemplos I e 2, a função constante y = 0 também satisfaz a equação 
diferencial dada para todo x real. Uma solução para uma equação diferencial que é identicamente 
nula em um intervalo / é em geral referida como solução trivial. 
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Nem toda equação diferencial que escrevemos possui necessariamente uma solução. 


EXEMPLO 3 


(a) As equações diferenciais de primeira ordem 



= 0e (y') 2 + y 2 + 4 = 0 


não possuem soluções. Por quê? 

(b) A equação de segunda ordem ( y ")~ + K)y 4 = 0 possui somente uma solução real. Qual? 


Soluções Explícitas e Implícitas 

Você deve estar familiarizado com as noções de funções explícitas vistas em seu estudo de 
cálculo. Similarmente, soluções de equações diferenciais são divididas em explícitas ou implíci- 
tas. Uma solução para uma equação diferencial ordinária (2) que pode ser escrita nq forma 
y = yi-t) é chamada dc solução explícita. Vimos em nossa discussão inicial que y =r' é uma 
solução explícita dc dy/dx = Ixy. Nos Exemplos 1 e 2. y = jc 4 / 1 6 c y = .ve' são soluções 
explícitas de dy/dx = xy w2 e y" - 2y' + y = 0. respectivamente. Dizemos que uma relação 
G(x % y) = 0 é uma solução implícita de uma equação diferencial ordinária (2) em um intervalo 
/. se ela define uma ou mais soluções explícitas cm /. 


EXEMPLO 4 

Para - 2 < .v < 2. a relação x 2 + y* - 4 = 0 é uma solução implícita para a equação diferen- 
cial 

f/v 

dx y 

Segue, por derivação implícita, que 

£(*>) + |o 2 )-£< 4 > = 0 

A re lação x 2 + y 2 — 4 = Ono Exemplo 4 define duas funções diferenciais explícitas: 
y = V4 - x 2 e y = -V4 - x 2 no intervalo (-2. 2). Além disso, note que qualquer relação da 
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forma x 2 + y~ - c = 0 satisfaz, formalmente , dy/dx = - x/y para qualquer constante c. 
Porém, fica subentendido que a relação deve sempre fazer sentido no sistema dos números reais; 
logo. não podemos dizer que x~ + y~ + I =0 determina uma solução da equação diferencial. 

Como a distinção entre uma solução explícita c uma solução implícita é intuitivamente 
clara, não nos daremos ao trabalho de dizer sempre: “aqui temos uma solução explícita (im- 
plícita)” . 


Número de Soluções 

Você deve sc acostumar com o fato de que uma dada equação diferencial geralmentc possui um 
número infinito de soluções. Por substituição direta, podemos verificar que qualquer curva - isto 
é. função - da família a um parâmetro y = ce '\ cm que c é uma constante arbitrária, satisfaz ( I ). 
Como indicado na Figura 1.1, a solução trivial é um membro dessa família de soluções, 
correspondente a c = 0. No Exemplo 2, também podemos verificar por substituição que 
y = cxe x é uma família de soluções da equação diferencial dada. 


EXEMPLO 5 


Para qualquer valor de r. a função y = c/x + I é uma solução da equação diferencial de 
primeira ordem 



I 


no intervalo (0, «*>). Temos. 


dy 

dx 


“ c s <r,) + á< ,) -- c,rí 



então 



Variando o parâmetro c, podemos gerai uma infinidade de soluções. Em particular, fazendo 
c = 0, obtemos uma solução constante y = I. Veja a Figura 1.2. ■ 


No Exemplo 5. y = c/x + I é uma solução da equação diferencial em qualquer 
intervalo que não contenha a origem. A função não é diferenciável em x = 0. 

Em alguns casos, quando somamos duas soluções dc uma equação diferencial, ob- 
temos uma outra solução. 




a 
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c > 0 


c <0 


li‘ 




Figura l.l 


v* 


<*> 0 


( /° 


t*< 0 


v = £ + l 
-r 


Figura 1.2 


EXEMPLO 6 

(a) As funções y = c\ cos 4a* e v = osen4x, cm que c\ e são constantes arbitrárias, são 
soluções para a equação diferencial 

f + 16>- = 0. 

Para y = c\ costa, as derivadas primeira e segunda são 

/ = -4c*| sen 4a* e /' = — 1 6c| cos 4a, 

então 

/' + I6y = - I6c*| cos 4a: + 16(C| cos 4a) = 0. 

Analogamente, para y = o sen 4.r, 

y" + I 6 y = - 1 6 c 2 sen 4a* + 16(0 sen 4a‘) = 0. 

(b) A soma das duas soluções da parte (a), y = c* ( cos 4a + o sen 4a. também é uma solução 

para/' + 16y = 0. ■ 

ÍE X E M P L O 7 

Você deve ser capaz de verificar que 

y = y = y = c^e\ y = c>e~ x ' c; = c\e x + cjgT x 
são todas soluções da equação diferencial linear de segunda ordem 


r - y = o. 
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Note que y = c\e x é uma solução para qualquer escolha de C|. mas y = e K + c j. cj * 0. não 
satisfaz a equação, pois, para essa família de funções, temos y" - y = — r|. ■ 

O próximo exemplo mostra que uma solução de uma equação diferencial pode ser uma 
função definida por partes. 


EXEMPLO 8 

Qualquer função da família a um parâmetro y = cx 4 é uma solução para a equação diferencial 

xy / — 4y = 0. 

Temos xy - 4 y = .v(4t\r' 1 - 4 cx 4 = 0. A função definida por partes 

-x 4 , x < 0 

.v = 

* 4 . x Z0 

é também uma solução. Observe que essa função não pode ser obtida a partir de y = cx 4 por 
intermédio dc uma única escolha do parâmetro c. Veja a Figura 1 .3(b). ■ 



Figura 1.3 


Mais Terminologia 

O estudo de equações diferenciais é semelhante ao cálculo integral. Quando calculamos uma 
antiderivada ou integral indefinida, utilizamos uma única constante de integração. Dc maneira 
análoga, quando resolvemos uma equação diferencial de primeira ordem F(.r. v. y') = 0, normal* 
mente obtemos uma família de curvas ou funções G(x. y. c) = 0. contendo um parâmetro arbi- 
trário tal que cada membro da família é uma solução da equação diferencial. Na verdade, quando 

resolvemos uma equação de n-ésima ordem v‘" ) ) = 0. em que y [n) significa 

é n) y/dx\ esperamos uma famDia a /r -parâmetros de soluções G(x\ y, c |, .... c n ) = 0. 

Uma solução para uma equação diferencial que não depende de parâmetros arbitrários 
é chamada de solução particular. Uma maneira de obter uma solução particular é escolher 
valores específicos para o(s) parâmetro(s) na família de soluções. For exemplo, é fácil ver que 
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y = ce x é uma família a um parâmetro de soluções para a equação de primeira ordem muito 
simples / = y. Para c = 0, - 2 c 5, obtemos as soluções particulares y = Ü, y = -2e : c 
y = 5e v , respectivamente. 

Às vezes, uma equação diferencial possui uma solução que não pode ser obtida 
especificando-sc os parâmetros em uma família de soluções. Tal solução é chamada de solução 
singular. 


EXEMPLO 9 

Na Seção 2.2. provaremos que uma família a um parâmetro de soluções para / = xy w ~ c dada 
por y = (a"/4 + c ) 2 . Quando c = 0. a solução particular resultante c y = .v J /l6. Neste caso, a 
solução trivial y = 0 é uma solução singular para a equação, pois ela não pode ser obtida da 
família através de uma escolha do parâmetro c. ■ 

Sc toda solução para F(x. y, y* y* w> ) = 0 no intervalo I pode ser obtida de 

G(a, y. ci, ..., c„) = 0 por uma escolha apropriada dos c h i = 1.2 n. dizemos que a família a 

«-parâmetros é uma solução geral, ou completa, para a equação diferencial. 

Nota Há duas correntes de pensamento sobre o conceito dc “solução geral". Uma definição 
alternativa assegura que uma solução geral para uma equação diferencial dc n c.siimi . ordem é 
uma família de soluções que contém n parâmetros essenciais.* Em outras palavras, não é 
necessário que a família contenha todas as soluções para a equação diferencial em algum 
intervalo. A diferença dessas opiniões consiste na distinção entre soluções para equações 
lineares e para equações não-lincarcs. Na resolução de equações diferenciais lineares, devemos 
impor restrições rclativamentc simples aos coeficientes; com essas restrições, podemos assegu- 
rar a existência de solução em um intervalo c também que a família de soluções contenha 
realmente todas as possíveis soluções. 

Outro fato deve ser mencionado neste momento. Equações não-lineares, com exceção 
de algumas equações de primeira ordem, são geralmcntc difíceis ou impossíveis de ser resolvi- 
das em termos dc funções elementares, tais como funções algébricas, exponenciais, logarítmi- 
cas, trigonométricas e trigonométricas inversas. Além disso, se acontecer de termos uma família 
de soluções para uma equação não-linear, não fica óbvio quando essa família constitui uma 
“solução geral". Em nível prático, a designação “solução geral" é aplicada somente a equações 
diferenciais lineares. 


Não tentaremos responder a este conceito. Mas grosso modo significa: não bnnque com as constantes. 
Certamente, y = x +• c\ + cz representa uma família de soluções para >•' = I. Trocando n + czport*. 
a família tem essencialmenté uma constante: y = x + c. Você pode verificar que y = ci + Inc 2 -véuma 
solução para x~y " + .xy' = 0 no intervalo (0. «>) para qualquer escolha de ci c C2 > 0. Então, c\ e C 2 são 
parâmetros essenciais? 
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1.1 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 439 e 340. 


Nos Problemas I - 10. classifique as equações diferenciais dizendo se elas são lineares ou não-lineares. Dê 
também a ordem de cada equação. 


1. (I - x)y" - 4.iv' + 5v = cos x 

3. yy +■ 2y = I + x 2 

5. .*V J| - xY * 4aV - 3y = 0 


4. x 2 dy + (y - x y - xe x )dx = 0 
6. ^ + 9 y = sen v 

dx~ 




9. (sen x)/" - (cos x)y* = 2 10. (1 - y 2 )dx + xdy = 0 

Nos Problemas 11-40, verifique sc a função dada é uma solução para a equação diferencial, (cj c ci são 
consfanics). 


11. 

2/ + y = 0: y = 


12. 

/ - 

i- 4y = 32; y * 8 


13. 

£ - * - * > 

= eZx + lOe 2 * 

14. 

dy 

dl 

♦ 20y = 24; y = f - 


15. 

/ = 25 + y 2 ; y = 

5 tg Sx 

16. 

ÈL 

dx 

= y = (Ví + ci) 2 . a: > 0. ci > 0 

17. 

/ + y - senr. y 

= ^ sen x 

m 

18. 

2xydx +(.r 2 + 2 y)dy = 1 

); .ry + y 2 = c t 


- y cos .v + I0e“ j 






19. 

jrdy + 2xy tlx = 0 ; y = — ^ 

x~ 

20. 

(/) 

■ + .*/ = y; v = x + 

1 

21. 

y = 2vy' + ytffc 

y 2 = ci(.v + jci) 

22. 

v' : 
• 

= 2 VTyT : y = .d.r 1 


23. 

v* - - V = 1: V = 

.v In x. x > 0 

24. 

dP 

= - £»/>): P = - 

at 

ac\e 


.r * 



dl 

1 

+ toe"' 

25. 

*18: 

II 

To 

1 

§ 


26. 

/ 

• 

f 2xy = 1; y = e ' 

f e' dl + cie-’ 1 
J 0 

27. 

{x 2 + y 2 )dx + (.r ; 

1 - xy)dy 

28. 

f 

+ / - 12y = 0 ; y = 

c \e 2x + C 2 C 


= 0; n{x + y) 2 = 

xS* 
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29. v" - 6/ + 13 y = 0; y = e ix cos Zr 


31. y" = y, y = coshx + scnh.r 
33. y" = ( y ') 2 = 0; y = In U + C|l + cz 

35. + 2^ = 0; y = ci + C 2 X~' 


0 * 


30. O _ 4 ^ + 4v = 0; y = e* + .vc 2 ' 

<faT ax 

32. y" = 25y = 0; y = n cos 5x 

34. y" + y = /g.v: y = - cosa: ln(sec.v + tgx) 


36. x~y” -xy + 2y = 0; y = rcos(lnj). x > 0 


37. O" - W + 4y = 0; y = x- + x~ \n x.x > 0 38. y" - y" + 9/ - 9v = 0; y 

= ci sen3.v + c2COs3.v + 4c 1 


39. /" - 3y" + 3/ - y = 0; y = j>' 


40. .r , ^ + Zv 2 4-^ + )- = IZt 2 : v 
dx y dx- dx 

= ci.v + ciA ln.v + 4.v~, x > 0 


Nos Problemas 41 c 42. verifique se a função definida por partes é uma solução para a equação diferencial 
dada. 


41. */ - 2y = 0; y 


-x‘. x < 0 

x 2 , J 2 0 


42. (y 1 ) 2 = 9 xy. y = 


0. x < 0 
x\ i20 


43. Verifique que uma família a um parâmetro de soluções para 

y = xy' + 00 2 é y = cx + c 2 . 

Determine um valor de k para que y = kx 2 seja uma solução singular para a equação diferencial. 

44. Verifique que uma família a um parâmetro de soluções para 

y - xy' + >/ 1 ♦ (y') 2 é y *= cx + V I + c“. 

Mostre que a relação ,r 2 +y 2 = 1 define uma solução singular para a equação no intervalo (-1, I). 

45. Uma família a um parâmetro de soluções para 

/ = y i-, é¥ .i 

1 - ce~' 

Por inspeção,* determine uma solução singular para a equação diferencial, 

46. Na página 6, vimos que y = N^4 - x~ e y = -"^4 - v“ são soluções para dy/dx = —.v/y no 

inlcrvalo (- 2. 2). Explique por que 

^ . 

^4 - j 2 . - 2 < j < 0 


— \4 - .v z . 0 < x < 2 


Traduzindo, isso significa “faça uma boa estimativa e veja se funciona”. 
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não c uma solução para a equação diferencial no intervalo. 

Nos Problemas 47 e 48. encontre valores de m para que y = e" n seja uma solução para cada equação 
diferencial. 


47. >*" - 5/ + 6y = 0 48. f + I0y' + 25>* = 0 

Nos Problemas 49 e 50 . encontre valores de m para que v = \"' seja uma solução para cada equação 
diferencial. 

49. A" - y = 0 50. .r 2 y" + 6.vy + 4y = 0 

51. Mostre que yi = »'e yj = r são ambas soluções para 

x~y" - 4a y + 6y = 0 


As funções. C|.V| e f^vi. com C| c ct constantes arbitrárias, são também soluções? A soma. yj y* é 
uma solução? 

52. Mostre que yj = 2\ + 2 e yi = - v 2 /2 são ambas soluções dc 


y = x/ + lvV/2. 


As funções, c |>| e cjv 2 . com c ( e c> constantes arbitrárias, são também soluções? A soma 
y, + y 2 é uma solução? 


53. Por inspeção, determine, se possível, uma solução real para a equação diferencial dada. 

dv I 
dx 


(a) 


+ lyl = 0 




+ lyl + 1 




‘ji 

d.x 


♦ lyl = I 


[O] 1.2 ALGUNS MODELOS MATEMÁTICOS 

Em ciências, engenharia, economia e até mesmo em psicologia, frcqüentemcntc desejamos 
descrever ou modelar o comportamento dc algum sistema ou fenômeno cm termos matemáticos. 
Essa descrição começa com 

(i) identificando as variáveis que sâo responsáveis por mudanças do sistema, e 

(ii) um conjunto de hipóteses razoáveis sobre o sistema. 

As hipóteses também incluem algumas leis empíricas que são aplicáveis ao sistema. A estrutura 
matemática de todas essas hipóteses, ou o modelo matemático do sistema, é muitas vezes uma 
equação diferencial ou um sistema de equações diferenciais. Esperamos que um modelo 
matemático Fazoável do sistema tenha uma solução que seja consistente com o comportamento 
conhecido do sistema. 
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Um modelo matemático de um sistema físico geralmente envolve a variável tempo. A 
solução do modelo representa então o estado do sistema; em outras palavras, para valores 
apropriados do tempo f. os valores da variável dependente (ou variáveis) descrevem o sistema no 
passado, presente e futuro. 


Corpo em Queda Livre 

A descrição matemática de um corpo caindo vcrticalmente sob a influencia da gravidade leva a 
uma simples equação diferencial de segunda ordem. A solução para essa equação fornece-nos a 
posição do corpo cm relação ao solo. 


EXEMPLO 1 

É bem conhecido que um objeto cm queda livre próximo à superfície da terra é acelerado a uma 
taxa constante g. Aceleração é a derivada da velocidade, que. por sua vez. é a derivada da 
distância s. .Suponha que uma pedra seja atirada do alto de um edifício, como ilustrado na Figura 
1 .4. Definindo o sentido positivo para cima. então o enunciado matemático 

8 

é a equação diferencial que governa a trajetória vertical do corpo. O sinal de subtração é usado 
porque o peso do corpo é uma força direcionada para baixo, ou seja, oposta à direção positiva. 



T 


J 

edifício 


solo 


Figura 1.4 


Se supusermos ainda que a altura do edifício é Sjj e a velocidade inicial da pedra, i'o, 
então temos de encontrar uma solução para a equação diferencial 


d-s 

~2 =-*’ 0 < / < /|. 
cit 


que também satisfaça as condições iniciais, 5(0) = 5o e 5'(0) = tfy. Aqui. t = 0 é o instante em 
que a pedra deixa o telhado do edifício (tempo inicial) e /j é o instante em que a pedra atinge o 
solo. Como a pedra é atirada para cima na direção positiva, Vq é naturalmente positivo. 

Note que essa formulação do problema ignora outras forças, como a resistência do ar 
atuando sobre o corpo. ■ 
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Sistema Massa-Mola 

Quando a segunda lei de Ncwton sobre o movimento é combinada com a lei dc Hooke, podemos 
obter uma equação diferencial que governa o movimento dc uma massa atada a uma mola. 


EXEMPLO 2 


Para calcular o deslocamento vertical x(i) de uma massa atada a uma mola. usamos duas leis 
empíricas: a segunda lei dc Ncwton sobre o movimento e a lei de Hooke. A primeira delas diz 
que a resultante das forças que aluam sobre um sistema em movimento é F = ma, em que m é a 
massa e a, a aceleração. A lei de Hooke diz que a força restauradora de uma mola esticada é 
proporcional ao deslocamento s + .r, isto é. a força restauradora é k(s + x), em que k > 0 é uma 
constante. Como mostrado na Figura l.S(b), s é o deslocamento da mola quando uma massa é 
atada em sua extremidade c o sistema está em posição dc equilíbrio (a massa está pendurada na 
mola c não há movimento). Quando o sistema está cm movimento, a variável x representa o 
deslocamento da massa em relação à posição dc equilíbrio. No Capítulo 5, provaremos que, 
quando o sistema está em movimento, a força resultante atuando na massa é simplesmente 
F = -k\\ Logo, na ausência dc amortecimento ou outras forças externas quaisquer que 
poderiam estar atuando no sistema, a equação diferencial do movimento vertical do centro dc 
gravidade da massa é: 




Aqui. o sinal de subtração indica que a força restauradora da mola atua em direção oposta ao 
movimento, isto é. na direção da posição de equilíbrio. Na prática, essa equação diferencial dc 
segunda ordem é escrita da seguinte forma: 

TT + <o 2 x = 0. (1) 

dr 

emqueco" = k/m. 


mola sem 
alongamento 


í 


m 


posição de 
equilíbrio 


t 

xUt < 0 

— í-‘ = ° 

MD>0 

- --JL 


(a) 


(b) 

Figura 1.5 


(O ' 
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Unidades 

Comentaremos os sistemas de unidades usados para descrever problemas de dinâmica como os 
ilustrados nos dois últimos exemplos. Três sistemas de unidades frequentemente empregados 
são mostrados na tabela abaixo. Em cada sistema, a unidade básica de tempo é o segundo. 


Grandeza 

Força 

Massa 

Distância 

Aceleração da gravidade g 
(aproximadamente) 


Sistema 

gravitaciona! 

inglês 

pound (lb) 
slug 
foot (fl) 

32 ft/s 2 


Sistema 

Internacional (SI) 

ncwlon (N) 
kilograma (kg) 
metro (m) 

9.8 m/s 2 


cgs 

dina 

grama (g) 
centímetro (cm) 
980 cm/s 2 


A força gravitacional exercida pela terra sobre um corpo de massa m é chamada dc 
peso W. Na ausência de resistência do ar. a única força que atua sobre um corpo cm queda livre 
é seu peso. Portanto, pela segunda lei dc Newton sobre o movimento, temos que a massa m c o 
peso W estão relacionados por 

W = mg. 

Por exemplo, no sistema inglês, a massa dc 1/4 slug corresponde a um peso de 8 lb. Como 
m = W/g , um peso de 64 lb corresponde a uma massa de 64/32 = 2 slugs. No sistema cgs, um 
peso dc 2450 dinas tem uma massa dc 2450/980 = 2.5 gramas. No sistema SI, um peso de 50 
newtons tem uma massa de 50/9,8 = 5.1 kilogramas. Note que 

I newton = I0 5 dinas = 0,2247 pound 

No próximo exemplo, deduziremos a equação diferencial que descreve o movimento 
de um pêndulo simples. 


Pêndulo Simples 

Qualquer objeto pendurado em movimento pendular é chamado de pêndulo físico. O pêndulo 
simples é um caso especial de pêndulo físico e consiste em uma haste com uma massa atada ein 
uma das extremidades. Para descrever o movimento de um pêndulo simples, desprezaremos 
qualquer força exterior de amortecimento agindo sobre o sistema (tal como a resistência do ar). 
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EXEMPLO 3 


Uma massa m dc peso W está suspensa por uma haste de comprimento /. Queremos determinar 
o ângulo 9 , medido a partir da linha vertical, como uma função do tempo / (consideramos 
9 > 0 à direita de OP . e 9 < 0 à esquerda dc OP). Lembrc-se de que um arco s de um círculo de 
raio / está relacionado com o ângulo central 9 através da fórmula .r = 19. Logo, a aceleração 
angular é 



Pela segunda lei de Ncwton, temos 




Na Figura 1.6, vemos que a componente tangencial da força devida ao peso W é mg 
sen 9. Igualando as duas diferentes formulações da força tangencial, obtemos. 


d“0 d~9 p 

ml— — = -mg sen 9 ou — j + ~scn0 = 0 . 


( 2 ) 



Figura 1.6 


Por causa da presença do sen 9. a equação diferencial (2) é não-linear. É sabido que 
essa equação não pode ser resolvida em termos de funções elementares. Então, fazemos mais 
uma simplificação. Se o deslocamento angular 9 não for muito grande, poderemos usar a 
aproximação 9 =* 9* Daí. (2) pode ser substituída pela equação diferencial linear de segunda 
ordem 


Para pequenos valores de 9 (em radianos), potências 0* e as de ordem superior podem ser ignoradas na 
série dc Maclaurin, sen0 = 6 - O 5 / 3! + .... e assim, obtemos sen# = 6. Use uma calculadora e 
compare os valores de sen (0.05) e sen (0.005) com 0,05 e 0.005. 



/&• 
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*7? + ?ff = 0. (3) 

dr 1 

Colocando <o = g/f (3) possui cxatamcnlc a mesma estrutura da equação (I) que 
governa vibrações livres de um peso em uma mola. O fato de uma equação diferencial básica 
poder descrever diversos fenômenos físicos, ou mesmo sociais/econômicos, c uma ocorrência 
comum no estudo de matemática aplicada. 



O relógio de parede e a balança 
de criança sáo exemplos de 
pêndulos. O deslocamento 
angular 0 de um pêndulo simples 
de comprimento I è determinado 
pela equação diferencial 
não-linear de segunda ordem 
d 2 0/dt 2 + (g/l) senfí = 0. 
Quando o deslocamento do 
pêndulo não é muito grande, 
podemos fazer a substituição 
sen 0 » 0 e assim obter 
aproximadamente o valor de 0 
resolvendo a equação linear 
d 2 d/dl 2 + (g/l ) 0 = 0. Veja 
também as páginas 1 6 e 17. 


Corda Giratória 

Encontramos de novo a equação ( 1 ) na análise da corda giratória. 
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EXEMPLO 4 

Suponha que uma corda de comprimento L, com densidade linear constante igual a p (massa 
por unidade de comprimento) esteja esticada ao longo do eixo x e fixada nas extremidades 
x = 0 e .v = L Suponha que ela seja então girada em tomo desse eixo a uma velocidade angular 
constante igual a at. Isso é análogo a duas pessoas segurando uma corda de pular c rodando-a de 
maneira sincronizada. Veja a Figura l.7(a). Queremos encontrar a equação diferencial que 
determina a forma y(x) da corda, ou a curva de deflexão em relação à sua posição inicial. Veja 
a Figura l.7(b). Para isso. considere a porção da corda no intervalo |.v,.v + Av], em que Av é 
pequeno. Se a magnitude T da tensão T atuando tangencialmcnte à corda for constante ao longo 
da corda, então a equação diferencial que queremos pode ser obtida igualando duas diferentes 
formulações da força resultante que atuam na corda no intervalo \x, x + Av]. Primeiro, vemos 
na Figura l.7(c) que a força resultante vertical é 

F = 7 sen 0 2 ” T sen0j. (4) 

Quando os ângulos 0j e 0i (medidos em radianos) são pequenos, temos 

sen 0T 31 tg 0i « /(.v + Av) c scn0| « tg0| * v'(.v ). 

c então (4) torna-se 


F = T |/(r + Av) - /(*)). (5) 

Agora, a força resultante é dada também pela segunda lei dc Ncwton. F = ma. Aqui, a massa da 
corda no intervalo é m = p Av; a aceleração centrípeta dc um ponto girando com velocidade 
angular o) em um círculo dc raio r è a = no 1 . Com Av pequeno, tomamos r = y. Logo, uma 
outra formulação da força resultante é 

F * - (p âoc)yw\ (6) 

cm que o sinal dc subtração decorre do fato dc que a aceleração aponta na direção oposta à 
direção positiva y. Agora, igualando (5) e (6). temos 


T [y'(.v + Av )-/(*)! « - fp Av )\vr ou T 


f(x + Av) - /(.v) 


- pury. 



Figura 1.7 
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Para Aa próximo de zero. [y'(x + Aa) - v'(a))/Aa = d~y/dx~. assim a última expressão em (7) 
nos dá. 



+ pw 2 y = 0. 



Como a corda está fixa em x = 0 c x = L. esperamos que a solução y{x) da última equação 
satisfaça as condições de fronteira y( 0) = 0 e y(L) = 0. ■ 


Dividindo a última equação em (8) por T. obtemos. 



o que é análogo a ( 1 ) e (3). Se a magnitude T da tensão não é constante no intervalo |0, L\ % então 
pode-se mostrar que a equação diferencial para a curva de deflexão da corda é 





Circuitos em Série 

De acordo com a segunda lei de Kirchhoff, a diferença de potencial £(/) em um circuito fechado 
é igual à soma das voltagens no circuito. A Figura 1.8 mostra os símbolos e as fórmulas para as 
respectivas voltagens (queda de tensão) através de um indutor, um capacitor e um resistor. A 
corrente em circuito, após a chave ser fechada, é denotada por /(/); a carga cm um capacitor no 
instante t é denotada por q(f). As letras L, Ce/? são constantes conhecidas como indutância, 
capacitância e resistência, respectivamcnle. 



1 

T 

— - 

indutor 

capacitor 

rcsitor 

rk 

L iU 

h 

iR 

(a) 

(b) 

(c) 


Figura 1.8 



EXEMPLO 5 

Considere o circuito simples, em série, contendo um indutor, um resistor e um capacitor 
mostrado na Figura 1.9. Uma equação diferencial de segunda ordem para a carga q(t) em um 
capacitor pode ser obtida somando as voltagens (queda de tensão): 
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E R Figura 1.9 


C 



capacitor= — q 

c igualando a soma à diferença dc potencial £(/): 

‘3 **í ♦*«-«*>■ 


No Exemplo 5, as condições iniciais çrf 0) e q'( 0) representam a carga no capacitor e a 
corrente no circuito, respectivamente, no tempo / = 0. Ainda, a diferença de potencial ou 
voltagem £(/) é chamada de força eletromotriz, ou fcm. Uma fem, bem como a carga em um 
capacitor. causa a corrente no circuito. A tabela abaixo mostra as unidades básicas de medida 
usadas na análise dc circuito. 


Grandeza Unidade 

Diferença dc potencial ou fem 
Indutância L 
Capacitância C 
Resistência R 
Carga q 
Corrente i 


volt (V) 
henry (H) 
farad (F) 
ohm (Q) 
coulomb (C) 
ampère (A) 



Lei de Esfriamento de Newton 

De acordo com a empírica lei de esfriamento de Newton. a taxa de esfriamento de um corpo é 
proporcional à diferença entre a temperatura do corpo e a temperatura do meio ambiente. 
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Antes de tomar um café. geralmente 
esperamos um pouco até que o liquido 
esfrie. Uma xícara de café fica quase 
intragável se esfriar até chegar à 
temperatura ambiente. Uma lei empírica 
de resfriamento atribuída a Isaac 
Newton assegura que a taxa de 
resfriamento de um corpo é 
proporcional à diferença entre a 
temperatura do corpo e a temperatura 
do meio. A frase acima é uma descrição 
verbal de uma equação diferencial. Veja 
também a página 107. 


EXEMPLO 6 


Suponha que T\t) denote a temperatura de um corpo no instante t e que a temperatura do meio 
ambiente seja constante, igual a T m . Se dT/dt representa a taxa de variação da temperatura do 
corpo, então a lei de esfriamento de Newton poderá ser expressa matematicamente da seguinte 
forma: 


cJT 

dr 


T - T m ou J = kçr - T,„). 


( 11 ) 


em que k é uma constante de proporcionalidade. Como. por hipótese, o corpo está esfriando, 
devemos ter T > T, n \ logo. k < 0. 


Cabo Suspenso 

Suponha um cabo (ou corda) suspenso sobre a ação de seu próprio peso. A Figura 1 . 1 0(a) mostra 
um modelo físico para essa situação: um longo fio de telefone pendurado entre dois postes. 
Como no Exemplo 4, nosso objetivo no próximo exemplo é determinar a equação diferencial que 
descreve a forma (curva) de um cabo suspenso. 
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EXEMPLO 7 

Vamos examinar somente a porção do cabo entre o ponto mais baixo P\ c um ponto arbitrário 
Pi. Veja a Figura l.lO(b). Três forças estão agindo no cabo: o peso da porção P\P-± e as tensões 
Tj e T? em P \ c Pi, respcctivamentc. Se w for a densidade linear (medida, digamos, cm N/m) c 
s for o comprimento do segmento P\Pi* seu peso será ws. 



Figura 1.10 


Agora, a tensão T 2 tem duas componentes, uma horizontal e outra vertical (quanti- 
dades escalares), 7% cos 0 e 7S sen 0. Como o sistema está em equilíbrio, podemos escrever 

!T|I = T\ = 7% cos 0 e ws = To sen 0. 

Dividindo as duas últimas equações, obtemos 



ou 

dy ws 
dx Ti ' 

Agora, como o comprimento do arco entre os pontos P\ e Pi é 


( 12 ) 



segue de uma das formas do teorema fundamental do cálculo que 




( 13 ) 
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Derivando (12) com relação a.v c usando (13), temos 



Poderíamos concluir pela Figura 1.10 que a forma de um cabo suspenso é parabólica. 
Porém, nâo é esse o caso; um cabo (fio ou corda grossa) suspenso sobre efeito somente de seu 
próprio peso toma a forma de um cosseno hiperbólico. Veja o Problema 12. Exercício 3.3. 
Lembre-se de que a curva cuja forma é o gráfico do cosseno hiperbólico é chamada de 
catenária, palavra que vem do latim caiena . que significa "corrente”. Os romanos usavam a 
eatena para prender cachorros. Provavelmente o melhor exemplo gráfico de uma catenária seja o 
arco Gateway cm St. Louis. Missouri, nos Estados Unidos. 



Para determinar a forma de um 
cabo suspenso sob a ação de seu 
próprio peso. tal como um cabo 
telefônico suspenso entre dois 
postes, devemos resolver a 
equação diferencial não-linear 

d^/dx 1 t (w/T) -J 1 + {dy/dxT = 0 
. Pode-se mostrar que o cabo toma 
essencialmente a forma do gráfico 
de um cosseno hiperbólico. Esse 
gráfico de um cosseno hiperbólico 
chama-se catenária. O famoso arco 
Gateway em St. Louis tem a forma 
de uma catenária invertida. 
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Drenagem Através de um Orifício 

Em hidrodinâmica, o teorema de Torricelli nos diz que a velocidade i* de efluxo de água através 
de um pequeno orifício no fundo de um tanque cheio até uma altura h é igual à velocidade que 
um corpo (neste caso. uma gota d* água) adquire em queda livre de uma altura h: 

v = 'íígh, 

em que g é a aceleração devida à gravidade. A última expressão é obtida igualando a energia 
cinética ± mu 2 à energia potencial mgh e explicitando v. 


EXEMPLO 8 

Um tanque cheio de água é drenado através de um orifício sobre a influência da gravidade. 
Gostaríamos de calcular a altura /; da água no tanque em qualquer instante de tempo t. 

Considere o tanque mostrado na F igura l.l 1. Sc a área do orifício c A 0 (em m 2 ) c a 
velocidade da água saind o do t anque év = Slgh (em m/s), então o volume de água que sai do 
tanque por segundo é Ao 'ilgh (cm m-Vs). Logo, se V(t) denota o volume de água no tanque no 
instante r . temos 

^ = -Ao -ílgh. (IS) 

cm que o sinal de subtração indica que V' decresce com o tempo. Note que estamos ignorando 
qualquer possibilidade de atrito no orifício, o que reduziria a taxa de vazão da água. 



Agora . suponha que o volume da água no tanque no instante I possa ser escrito como 
V(t) = A u Ji, cm que A„. (em m 2 ) é a área da superfície da água (veja a Figura 1.11), que não 
depende da altura h. Daí, dV/dt = A H {dh/dt). Substituindo essa última expressão em (15), 
obtemos a equação diferencial para a altura h da água em função do tempo t : 
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É interessante observar que (16) permanece válida mesmo quando A w não é constante. 
Neste caso, devemos expressar a área da superfície da água como uma função de h: A w = A(h). 
Veja o Problema 9 cm Exercícios 1.2 e o Problema 19 nos Exercícios de Revisão do Capítulo 1. 


Deflexão de Vigas 

Em engenharia, um problema importante é determinar a deflexão estática de uma viga elástica 
causada por seu peso ou por uma carga externa. Supomos que a viga é homogênea e tem seções 
transversais uniformes ao longo de seu comprimento. Seja L o comprimento da viga. Na 
ausência de carga na viga (incluindo seu peso), a curva ligando os ccntróides de todas as seções 
transversais é uma linha reta chamada de eixo de simetria. Veja a Figura 1.1 2(a). Se uma carga 
for aplicada à viga em um plano vertical contendo o eixo de simetria, então, como mostrado na 
Figura I.I2(b). a viga sofre uma distorção c a curva ligando os centróidcs dc todas as seções 
transversais é chamada de curva de deflexão ou curva elástica. No próximo exemplo, 
deduziremos a equação diferencial da curva dc deflexão. Essa dedução usa princípios de 
elasticidade e um conceito do cálculo chamado curvatura. 




vi*'» •• 

\ 

v a 

í 

1 1 

m m 

4 v 

mm 

^ a 



% 


Forças acuando em vigas 

causam estas distorções. 

Essa deformação, ou 

deflexão y{x), é descrita 

pela equação diferencial de 

quarta ordem 

El y <A) = w(x). Uma viga 

engastada em uma 

extremidade e solta na 

outra é chamada de 

cantiléver ou viga em 

balanço. Um trampolim. 

um braco estendido e uma 
6 

asa de avião são exemplos 
comuns de tais vigas: mas 
mastros de bandeira, 
arranha-céus e o 
Washington Monument 
agem como vigas em 
balanço. Veja também as 
páginas 405. 411 e 4 1 8. 


/ 
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EXEMPLO 9 

A título de ilustração, vamos considerar uma viga fixa (engastada) cm sua extremidade esquerda 
e solta em sua extremidade direita, como na Figura 1.13. Faça coincidir o extremo esquerdo da 
viga com o ponto x = 0. e o extremo direito com o ponto x = L. O eixo x coincide com o eixo 
de simetria, e a deflexão y(jr) é medida a partir desse eixo e considerada positiva se estiver para 
baixo. Em teoria da elasticidade, mostra-se que o momento defletor (fletor) M(x) em um ponto 
x ao longo da viga está relacionado com a carga por unidade de comprimento vv(.v) através da 
equação 

— T = *••(*)■ (17) 

dx- 

Ainda, o momento defletor (fletor) M(x ) é proporcional à curvatura k da curva elástica: 

M{x)=Eik , (18) 



eixo de simetria 




Figura 1.12 Figura 1.13 


em que E e l são constantes; E é o módulo de elasticidade de Young racionado com o material 
da viga. e / é o momento de inércia dc uma seção transversal da viga (em relação a um eixo 
conhecido como eixo neutro ou linha neutra). O produto Ef é chamado dc rigidez defletora da 
viga. 


Agora, do cálculo, sabemos que a curvatura é dada por 


// 


K = 


II + (y') 2 l 3/2 


Quando a deflexão y(x) é pequena, a inclinação / ^ 0 e daí 1 1 + (y') 2 ] V2 * I. Se k = y", a 
equação ( 18) se torna M = £//'. A segunda derivada desta última expressão é 



( 19 ) 



Equações Diferenciais Cap. 1 Volume I 


28 


Usando o resultado obtido em ( 17) para substituir drM/dx 2 em ( 19), vemos que a deflexão y(x) 
satisfaz a equação diferencial de quarta ordem 


= »'(*>- 
dx 


(20) 



Como veremos mais tarde, é extremamente importante observar qualquer condição de 
fronteira que acompanha a equação diferencial na descrição matemática de um fenômeno físico. 
Para a viga em balanço do Exemplo 9, além de satisfazer (20). esperamos que a deflexão y(x ) 
satisfaça as seguintes condições nas extremidades da viga: 

• y( 0) = 0, pois não há deflexão no extremo esquerdo engastado. 

• /(O) = 0, pois a curva de deflexão é tangente ao eixo x na extremidade esquerda. 

• y"(L) = 0, pois o momento dcfletor (fletor) é nulo no extremo livre. 

• y"'(L) = 0, pois a força de espoliação (cisalhamcnto) é zero na extremidade direita (livre). 
A função F(x) = dM/dx = El(d*y/dx 3 ) é chamada de força de espoliação (cisalhamento). 

Crescimento Populacional 

Nos próximos exemplos, examinamos alguns modelos matemáticos em crescimento biológico. 


EXEMPLO 10 


Parece plausível esperar que a taxa de crescimento de uma população P seja proporcional à 
população presente naquele instante. Grosso modo , quanto maior for a população presente, 
maior ela será no futuro. Logo, o modelo para o crescimento populacional é dado pela equação 
diferencial 



em que k é uma constante de proporcionalidade. Como esperamos que a população cresça, 
devemos ter dP/di > 0, e assim k > 0. ■ 


EXEMPLO 11 

Na disseminação de uma doença contagiosa, uma virose, por exemplo, é razoável supor que a 
taxa de disseminação, dx/dt, seja proporcional não somente ao número de pessoas, jc(f), con- 
taminadas, mas também ao número de pessoas, y(r), que ainda não foram contaminadas, isto é. 
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-ji + *■*>• ( 22 ) 

em que ké a constante de proporcionalidade usual. Se uma pessoa infectada for introduzida em 
uma população de n pessoas, então xc y estarão relacionados por 

x + y = n + 1. (23) 

Usando (23) para eliminar y em (22), obtemos 

j t = M" + I - x). (24) 

A condição inicial óbvia que acompanha a equação (24) é x(0) =1. ■ 


Equação Logística 

A equação de primeira ordem não-linear (24) é um caso especial de uma equação mais geral 

Jn 

— = P(a - bP ), a e b constantes, (25) 

dl 

conhecida como equação logística. Veja Seção 3.3. A solução dessa equação é muito importante 
em ecologia, sociologia e mesmo em ciências contábeis c administração. 


Capitalização Contínua 

É muito comum as instituições financeiras anunciarem capitalização diária dos juros. 
Poderíamos ter capitalização a cada hora ou mesmo a cada minuto. Não há razão para parar aí, 
ou seja, juros poderiam ser capitalizados a cada segundo, a cada meio segundo, a cada décimo 
de segundo, a cada milésimo de segundo, c assim por diante. Isto quer dizer que os juros podem 
ser capitalizados continuamente. 


EXEMPLO 12 


Quando os juros são capitalizados continuamente, a taxa dc crescimento é proporcional ao 
capital 5. isto é. 


dS 

dl 



(26) 


em que r é taxa anual dc juros. Essa descrição matemática é análoga ao crescimento popu- 
lacional do Exemplo 10. A taxa de crescimento será grande quando o capital presente também 
for grande. Traduzindo geometricamente, isso significa que a reta tangente é mais inclinada 
quando S é grande. Veja a Figura 1.14. 



so 
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Figura 1.14 


A definição dc derivada proporciona uma interessante dedução de (26). Suponha que 
5(0 seja o capital acumulado depois de t anos, quando a taxa de juros r é anual e estes são 
capitalizados continuamente. Seja h um incremento de tempo. Então, os juros obtidos no espaço 
de tempo (/ + h) - t é a diferença dos montantes acumulados: 

S(t + h) - 5(0 (27) 

Como os juros são definidos por taxa x tempo x capital, podemos aproximar os juros ganhos no 
mesmo período por 

rhS(t) ou rhS(t + /i). 

Intuitivamente, rhS(t) e rhS(t + h) são cotas inferiores e superiores, respectivamente, para os 
juros reais (27); ou seja, 

rhS(l) < S(t + h) - S(t) £ rhS(t + h) 


ou 


S(t + h) - S(r) 

rS(t) <. z — <, rS(t + h). 


(28) 


Passando ao limite em (28), quando h — » 0, obtemos 


rS(0 £ Um — < rS(0. 

h -*0 n 


e daí segue-se que 


.. 5(1 + « -5(1 ) _ dS , 

lim = rS(t) ou — = rS. 

h-+ 0 h dt 
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1.2 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 440. 

Nos Problemas 1-22, deduza a cquação(es) diferencial(is) que descreve a siluação física dada. 

1. Km certas circunstâncias, um corpo B de massa m cm queda, como o pára-quedista mostrado na 
Figurai. 15. encontra resistência do ar proporcional à sua velocidade v. Use a segunda lei de Newton 
para encontrar a equação diferencial para a velocidade v do corpo em qualquer instante. Lcmbrc-sc de 
que a aceleração é a = dv/dt. Suponha neste caso que a direção positiva é para baixo. 

2. Qual é a equação diferencial para a velocidade v de um corpo de massa m em queda vertical através 
de um meio (tal como a água) que oferece uma resistência proporcional ao quadrado da velocidade? 

^ Suponha a direção positiva para baixo. 

' 3. Pela lei da gravitação universal dc Newton. a aceleração de queda livre a de um corpo, tal como 
o satélite mostrado na Figura 1.16 caindo de uma grande altura, não é a constante g. Em vez disso, 
a aceleração a é inversamente proporcional ao quadrado da distância r entre o centro da terra c o 
corpo: a = k/r 2 , cm que ké a constante de proporcionalidade. 

(a) Use o fato de que na superfície da terra r = R e a = g para determinar a constante de propor- 
cionalidade k. 

(b) Use a segunda lei de Newton c a parte (a) para encontrar uma equação diferencial para a distância r. 

(c) Use a regra da cadeia na forma 

d}r dv dv dr 
dt 2 ~ dt ~ dr dt 

para expressar a equação diferencial da parte (b) como uma equação diferencial envolvendo v c 
dv/dr. 



Figura 1.15 


Figura 1.16 


4. (a) Use a parte (b) do Problema 3 para encontrar a equação diferencial para r se a resistência ao 

satélite em queda for proporcional à sua velocidade. 

(b) Próximo à superfície da terra, use a aproximação R *= r para mostrar que a equação diferencial 
da parte (a) se reduz à equação deduzida no Problema I. 
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5. Um circuito cm série contém um resistor c um indutor, como mostrado na Figura 1.17. Determine a 
equação diferencial para a corrente i(f ) se a resistência é R. a indutância é L e a diferença de potencial. 
E{t). 

6. Um circuito em série contém um resistor e um capacitor. como mostrado na Figura 1.18. Determine a 
equação diferencial para a carga <?(/) no capacitor se a resistência é R, a capacitância é C e a diferença 
dc potencial. E(l). 



Figura 1.17 



Figura 1.18 


Suponha que a água de um tanque esteja sendo drenada por um orifício circular de área /to localizado 
no fundo do tanque. Foi mostrado expcrimentalmcntc que. quando o atrito da água no orifício é 
levado em consideração, o volume de água que sai do tanque por segundo é aproximadamente 
0.6/toV2gí. Encontre a equação diferencial para a altura h dc água cm qualquer instante t no tanque 
cúbico da Figura 1 .19. O raio do orifício mede 2 cm c g = 10 m/s“. 



8. Suponha um tanque na forma dc um cilindro circular reto de raio 2 m e altura 10 m. O tanque está 
inicialmcnte cheio dc água. c a água vaza por um orifício circular dc raio 1/2 cm no fundo. Use as 
informações do Problema 7 para obter a equação diferencial para a altura h da água em qualquer 
instante de tempo t. 

9. Um tanque de água tem a forma de um hemisfério com raio 5 m. A água vaza por um orifício circular 
de 1 cm no fundo plano. Use as informações do Problema 7 para obter a equação diferencial para a 
altura h da água com relação ao tempo t. 

10. A taxa dc decaimento de uma substância radioativa é proporcional à quantidade A{t) da substância 
remanescente no instante í. Determine a equação diferencial para a quantidade A(r). 

11. Uma droga é injetada na corrente sangüínea dc um paciente a uma taxa constante de r gramas por 
segundo. Simultaneamente, a droga é removida a uma taxa proporcional à quantidade .c(f) de droga 
presente no instante /. Determine a equação diferencial que governa a quantidade x(f). 

12. Um projétil atirado de uma arma tem peso n* = mg e velocidade v tangente à trajetória de seu 
movimento. Desprezando a resistência do ar e todas as outras forças exceto seu peso. encontre o 
sistema de equações diferenciais que descreve o movimento. Veja a Figura 1.20. [Sugestão: Use a 
segunda lei de Newton na direção x e y . J 
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13. Determine as equações do movimento sc o projétil no Problema 12 encontrar uma força de retarda- 
mento k (de magnitude k) agindo tangencial mente à trajetória mas. oposta ao movimento. Veja a 
Figura 1.21. |5«gejfJo; k é um múltiplo da velocidade, digamos cv.| 




14. Dois reagentes químicos Ac B são usados para formar um novo composto químico C. Supondo que 
as concentrações de A e B decrescem pela mesma quantidade de composto C formado, encontre a 
equação diferencial que governa a concentração x(t) do composto C sc a taxa a que a reação química 
ocorre é proporcional ao produto das concentrações remanescentes de A c B. 

15. Uma curva C no plano reflete os raios de luz de tal modo que todo rato L paralelo ao eixo y é refletido 
para um único ponto 0. Determine a equação diferencial para a função y = f{x) que descreve a forma 
da curva C. (O fato de o ângulo de incidência ser igual ao ângulo de reflexão é um princípio da ótica.) 
[Sugestão: a Figura 1.22 mostra que a inclinação da reta tangente em P(x, y) é n/2 -0c podemos 
escrever <p = 20. (Por quê?) Não tenha receio de usar as identidades trigonométricas.) 



16. Um barril cm forma cilíndrica, com s metros de diâmetro e w ncwtons de peso, flutua na água. O 
barril sc movimenta para cima e para baixo ao longo dc uma linha vertical. Usando a Figura 1 .23(b). 
determine a equação diferencial para o deslocamento vertical y(t), supondo a origem no eixo 
vertical na superfície da água quando o barril está em repouso. Use o princípio de Archimedes: o 
impulso da água no barril é igual ao peso da água deslocada. A densidade da água é 1000 kg/m \ 
Suponha o sentido positivo para baixo e ignore a resistência da água. 
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- I - 

t 

(a) 


Figura 1.23 



17. Um fogueie é lançado da superfície da terra verticalmenie para cima. Depois de esgotado lodo o 
combusiívcl. a massa do fogueie é constante igual a m. Use a segunda lei dc Ncwlon para o 
movimento e o faio de que a força da gravidade é inversamenie proporcional ao quadrado da distância 
para encontrar a equação diferencial da distância y, do centro da terra ao foguete, em qualquer 
instante após a queima total do combustível. Bnuncie condições iniciais apropriadas (no instante 
1 = 0) associadas com essa equação diferencial. 


18. A segunda lei de Ncwton F = ma pode ser escrita como F = d/di[mv). Quando a massa dc um objeto 
não é constante, esta última formulação é usada. A massa m(/) de um foguete muda enquanto seu 
combustível é consumido.* Se v(t) denota sua velocidade no instante t, pode ser mostrado que 


-mg 


do ..dm 
= m — -V — 
dl dt 


(29) 


cm que V é a velocidade de escape dos gases cm relação ao foguete. Use (29) para encontrar a 
equação diferencial dc v. supondo conhecido que m(f) = tnç - at e V = - b, cm que m<>, a c b são 
constantes. 


19. Uma pessoa P, partindo da origem, move-se na direção positiva do eixo x, puxando um peso ao longo 
da curva C (chamada tratriz). como mostrado na Figura 1 .24. 0 peso. inicialmcntc localizado no eixo 
y em (0,5), é puxado por uma corda de comprimento s, que é mantida esticada durante todo o 
movimento. Encontre a equação diferencial da trajetória do movimento. ISHgesfâo: A corda Fica 
sempre tangente a C; considere o ângulo dc inclinação 0 como mostrado na figura.) 

20. Suponha uma abertura passando pelo centro da terra. Um corpo dc massa m é atirado na abertura. 
Denote por r a distância do centro da terra à massa no instante t. Veja a Figura 1.25. 

(a) Sejam M a massa da terra c M r a massa da porção da terra limitada por uma esfera de raio r. A 
força da gravidade aluando em m é F = — k\i r m/r, em que o sinal dc subtração indica que a 
força é uma atração. Use este fato para mostrar que 



[Sugestão: Suponha que a terra seja homogênea, isto c, a densidade é constante. Use massa = 
densidade x volume.) 


Estamos supondo que a massa total : massa do veículo + massa do combustível + massa dos gases dc 
escape é constante. Neste caso, m(t) = massa do veículo + massa do combustível. 




Volume I Cap. I Introdução às equações diferenciais 35 



(b) Use a segunda lei de Newton e o resultado da parte (a) para deduzir a equação diferencial 

4+^=0. 

di 2 

em que w~ = kM/R? = g/R . 




Figura 1 .25 


21. Em teoria de aprendizagem, a taxa à qual um assunto é memorizado é proporcional à quantidade ainda 
a ser memorizada. Se M denota a quantidade total a ser memorizada c A(t ) a quantidade memorizada 
no instante /, encontre a equação diferencial para A. 

22. No Problema 21. suponha que a quantidade de material esquecida é proporcional à quantidade 
memorizada no instante r. Qual é a equação diferencial para A quando o esquecimento é levado em 
conta? 


Capítulo 1 REVISÃO 

Classificamos uma equação diferencial quanto ao tipo: ordinária ou parcial: quanto à ordem; 
e quanto à linearidade: linear ou não-linear. 

Uma solução para uma equação diferencial é qualquer função suficicntcmcnte 
diferenciávcl que satisfaça a equação em algum intervalo. 

Quando resolvemos uma equação diferencial ordinária de n-ésima ordem, esperamos 
encontrar uma família de soluções a n-parâmetros. Uma solução particular é qualquer solução, 
não dependente de parâmetros, que satisfaça a equação diferencial. Uma solução singular é 
qualquer solução que não pode ser obtida da família de soluções a n-parâmetros através de 
escolha dos parâmetros. Quando uma família de soluções a n-parâmetros fornece todas as 
soluções para uma equação diferencial em algum intervalo, ela é chamada solução geral, ou 
completa. 
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Na análise de um problema físico, muitas equações diferenciais podem ser obtidas 
igualando duas diferentes formulações empíricas da mesma situação. For exemplo, uma equação 
diferencial sobre cinética pode, em geral, ser obtida simplesmente igualando a segunda lei dc 
Newlon sobre o movimento com as forças resultantes que atuam em um corpo. 


Capítulo 1 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


As respostas dos exercícios selecionados estão na página 441. 

Nos Problemas 1-4, classifique a equação dada quanto ao tipo c à ordem. Classifique as equações 
diferenciais ordinárias quanto à linearidade. 


1. (2ty - y 2 ) dx + e x dy = 0 
, a 2 u a 2 u 

3. r + r = U 


a a >• 


2. (sen xy)y"' + Axy' = 0 

4. ^2 

dx 2 àx 


Nos Problemas 5-8. verifique que a função indicada é uma solução para a equação diferencial dada. 

5. y' + lxy =2 + x 2 + y 2 ; y * x + tgx 6. x 2 y" + r/ + y = 0;y« ri cos^lnx) 

+ C 2 sen(lnx). x > 0 

7. /" - 2/' - / + 2y = 6; y = c\e x 8. y (4) - 16y = 0; y = scn2r + cosh2x 

+ C 2 C~ X + cye lK + 3 

Nos Problemas 9-16. determine, por inspeção, pelo menos uma solução para a equação diferencial dada. 


9. / = 2x 

10. * = 5y 

11. f = 1 

12. / = y 3 - 

13. y" = / 

14 = 1 

15. y" = - y 

16. f = y 


17. Determine um intervalo, no qual y 2 - 2y = X 2 - x - I define uma solução para 20' - 1 )dy 
+ (1 - 2x)dx = 0. 


18. Explique por que a equação diferencial 



não possui solução real em Ixl < 2. lyl > 2. Há outras regiões do plano xy em que a equação não 
possui solução? 
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19. O tanque cônico, mostrado na Figura 1.26. derrama água por um orifício no fundo. Se a área da seção 

transversal do orifício é l/4m 2 . encontre a equação diferencial que representa a altura da água h em 

relação ao tempo /. Ignore a força de atrito do orifício. 

% 

20. Um peso de 96 newtons desliza por um plano inclinado, fazendo um ângulo de 30° com a horizontal. 
Se o coeficiente de atrito è p, determine a equação diferencial para a velocidade v(t) do peso no 
instante t. Considere o fato de que a força de atrito no sentido oposto ao movimento é [iN. em que N 
é a componente normal do peso. Veja a Figura 1.27. 


8m 



Figura 1.26 Figura 1.27 



Capítulo 



EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 
PRIMEIRA ORDEM 


2.1 

Teoria Preliminar 

[0) 2.7 

Substituições 

2.2 

Variáveis Separáveis 

[ 0 ] 2.8 

Método de Ptcard 

2.3 

Equações Homogêneas 



2.4 

Equações Exatas 


Capítulo 2 Revisão 

2.5 

Equações Lineares 


Capítulo 2 Exercícios de Revisão 

[O] 2.6 

Equações de Bemoulli. 
Ricatti e Clairaut 




Conceitos Importantes 

Problema dc valor inicial 
Condição inicial 
Existência dc uma solução 
Unicidade dc uma solução 
Separação de variáveis 
Função homogênea 
Equação homogênea 
Diferencial exata 
Equação exata 
Fator de integração 
Equação linear 
Solução geral 


Estamos agora em posição de resolver algumas 
equações diferenciais. Começamos com as equações 
diferenciais de primeira ordem. 

Se uma equação diferencial de primeira ordem 
puder ser resolvida, veremos que a técnica ou método 
para resolvê-la depende do tipo da equação de primeira 
ordem com que estamos lidando. Durante anos. muitos 
matemáticos se esforçaram para resolver diversos tipos 
particulares de equações. Por isso. há vários métodos de 
solução; o que funciona para um tipo de equação de 
primeira ordem não se aplica necessariamente a outros 
tipos de equação. Embora consideremos métodos de 
solução para sete tipos clássicos de equações neste 
capítulo, centralizamos nossa atenção em quatro tipos de 
equações. Alguns desses quatro tipos são importantes nas 
aplicações. 
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2 . / TEORIA PRELIMINAR 


Problema de Valor Inicial 


Estamos interessados em resolver um equação diferencial de primeira ordem 


« 



sujeita à condição inicial y(*o) = >'o. em que *o c um número no intervalo / e y\) ó um número real 
arbitrário. O problema 


Resolva: ^ = fix, y) 


Sujeito a: y(x 0 ) = > 0 



é chamado dc problema de valor inicial. Em termos geométricos, estamos procurando uma 
solução para a equação diferencial, definida cm algum intervalo / tal que o gráfico da solução 
passe por um ponto (.q>, > 0 ) determinado a priori. Veja a Figura 2.1. 


EXEMPLO 1 

Vimos (páginas 9-10) que y = ce x é uma família a um parâmetro de soluções para / - y no 
intervalo (-©o. ©©). Se especificarmos, digamos, y{ 0) = 3, então substituindo x = 0, y = 3 na 
família, obteremos 3 = ce° = c. Logo, como mostrado na Figura 2.2, a função 

>• = 3e x 



Neste texto, supomos que uma equação diferencial F(x, y\ /, 
y (n) =/(*. >. / ” '*). Há exceções. 


> (n) ) = 0 possa ser colocada na forma 
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é uma solução para o problema de valor inicial 

/ = y ♦ MO) = 3. 

Se tivéssemos pedido um solução de y = y que passasse pelo ponto (I, 3) em vez de 
(0. 3), então y(l) = 3 iria nos dar c = 3e“ e daí, y = 3e t_ O gráfico dessa solução está 
também indicado na Figura 2.2. ■ 

A questão fundamental surge quando consideramos um problema de valor inicial 

como (2): 

Existe uma solução para o problema? 

Se existe uma solução, ela é única? 

Em outras palavras, a equação diferencial dy/dx = f[x, y) possui uma solução cujo 
gráfico passa pelo ponto (*o. yo)? E será que essa solução, se existir, é única? 

Como os próximos exemplos mostrarão, a resposta à segunda questão é: algumas 
vezes não. 

EXEMPLO 2 

Você deve verificar que cada uma das funções y = Ocy = x 4 / 16 satisfaça a equação diferencial 
e a condição inicial no problema 

g = xy' /2 , yiO) = 0. 

Como ilustrado na Figura 2.3, os gráficos de ambas as funções passam pelo ponto 

( 0 . 0 ). 

Em geral, deseja-se saber, antes de considerar um problema de valor inicial, se uma 
solução existe e, quando existe, se é a única solução para o problema. O segundo teorema, 
devido a Picard.* nos dá condições suficientes para garantir existência e unicidade de soluções. 

I 

TEOREMA 2. 1 Existência de uma Única Solução 

Seja R uma região retangular no plano xy definida por a£x<>b t c£y<,d, que contém o ponto 
(*& yo) em seu interior. Se/(x, y) e d f/d y são contínuas em R, então existe um intervalo / centrado 
em xq e uma única função y(x) definida em / que satisfaz o problema de valor inicial (2). 


• Charles Émiie Picard (1856- 1941) Picard foi um dos proeminentes 
do século passado e começo deste século. Fez significativas contri 
diferenciais e variável complexa. Em 1899, Picard lecionou na Uní 
estado de Massachusetts, Estados Unidos. 



franceses do final 
nas áreas de equações 
Claric em Worcester, 
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O resultado anterior é um dos mais populares teoremas de existência e unicidade para 
equações diferenciais de primeira ordem, porque os critérios de continuidade de fix, y) e 
ò f/ò v são relativamcnte fáceis de ser verificados. Em geral, não é possível determinar um 
intervalo específico / no qual uma solução está definida sem realmente resolver a equação 
diferencial (veja Problema 16). A geometria do Teorema 2.1 está ilustrada na Figura 2.4. ■ 




Figura 2.4 


EXEMPLO 3 

Vimos no Exemplo 2 que a equação diferencial 

ÈL = xyl/2 
dx ** 

possui pelo menos duas soluções cujos gráficos passam por (0, 0). As funções 

são contínuas no semiplano superior definido por y > 0. Concluímos do Teorema 2. 1 que, dado 
um ponto qualquer (xq, yçf) com yo > 0 (por exemplo, (0, 1), existe algum intervalo em torno de 
xo no qual a equação diferencial dada possui uma única solução y(r), tal que y(x q) = vq. ■ 


EXEMPLO 4 

O Teorema 2.1 garante que existe um intervalo contendo x = 0 no qual y = 3e* é a única 
solução para o problema de valor inicial do Exemplo I : 

/ = >*. *0) = 3. 

Isso segue-se do fato de que/(x, y) = y e d f/d y = 1 são contínuas em todo o plano xy. Pode 
ser mostrado ainda que esse intervalo seja (- «*», 
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EXEMPLO 5 


Para 


dy 

dx 



+ r 


observamos quefix, y) = x 1 + y 2 e ò f/ò y = 2 y são contínuas cm todo o plano xy. Logo, por 
qualquer ponto (a». y 0 ) passa uma e somente uma solução para a equação diferencial. 

Nota (i) Devemos estar cientes da distinção entre a existência dc uma solução c poder exibir 
tal solução. Evidentemente, se encontramos uma solução exibindo-a. podemos dizer que ela 
existe, mas, por outro lado, uma solução pode existir c não ser possível expressá-la. Pelo 
Exemplo 5, sabemos que uma solução para o problema dy/dx = x 2 + y“, y( 0) = I existe cm 
algum intervalo cm torno de x = 0 e é única. Porém, a equação não pode ser resolvida em termos 
de funções elementares; podemos expressar uma solução aproximada usando os métodos do 
Capítulo 9. 

(ii) As condições enunciadas no Teorema 2. 1 são suficientes . mas não necessárias. Quando 
fx . y) c ò f/ò y são contínuas cm uma região retangular R. segue-sc sempre que existe uma 
única solução para (2) quando Uo.yo) é um ponto interior a R. Porém, se as condições enun- 
ciadas nas hipóteses do teorema não são satisfeitas, então o problema dc valor inicial (2) pode 
ter ou não solução, ter mais de uma solução ou ter uma única solução. Ainda, a condição dc 
continuidade de ò f/ò y pode ser enfraquecida um pouco sem alteração da conclusão do teorema. 
Este resultado é uma forma mais forte do teorema, mas infelizmente sua aplicabilidade não é tão 
fácil quanto a do Teorema 2. Na verdade, se não estamos interessados em unicidade, então um 
famoso teorema elaborado pelo matemático italiano Giuseppe Peano diz que a continuidade de 
ftx, y) em R é suficiente para garantir a existência de pelo menos uma solução para 
dy/dx = fx, y) passando por um ponto (xq yo) interior a R. 


2. 1 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 441. 

Nos Problemas 1-10, determine uma região do plano xy para a qual a equação diferencial leria uma única 


solução passando por um ponto y„) na região. 



■■ % 

2. 


3 x& = v • 

J dx y 

4. 

e-is- 

1 

li 

S. (4 -yV = * 2 

6. 

(1 + yV =** 

7. U 2 + yV =y 2 

8. 

(y - x)y = y + x 
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».’ g - x 3 cos y 10. £ = t*-l)e^-» 

Nos Problemas 11 e 12. deiermine. por inspeção, pelo menos duas soluções para o problema de valor 
inicial dado. 

11. / = iy 2 ' 3 . ><0) = 0 '2. = 2y. *0) = 0 

13. Por inspeção, deiermine uma solução para a equação diferencial não-linear / = >•* que satisfaça 
y(0) = 0. A solução é única? 

14. Por inspeção, encontre uma solução para o problema de valor inicial 

y =i>- - H. ><0) = i. 

Diga por que as condições do Teorema 2.1 não são satisfeitas para essa equação diferencial. Bmbora 
não possamos provar, a solução para esse problema de valor inicial é única. 

15. Verifique que y = cx t uma solução para a equação diferencial xy = y para todo valor do parâmetro 
c. Encontre pelo menos duas soluções para o problema dc valor inicial 

*/ = >•. m = 0 . 

Observe que a função definida por partes 

[O. x < 0 

’ m U** o 

satisfaz a condição y(0) = 0. Ela é uma solução para o problema dc valor inicial? 

16. (a) Considere a equação diferencial 

Determine uma região do plano xy tal que a equação tenha uma única solução passando por um 
ponto (xo. yo) da região. 

(b) Formalmcnte, mostre que y = tgx satisfaz a equação diferencial e a condição inicial y(0) = 0. 

(c) Explique por que y = tg x não é uma solução para o problema dc valor inicial 

g = l + >’. X0)= 0. 

no intervalo (- 2, 2). 

(d) Explique por que y = tgx é uma solução para o problema de valor inicial da parte (c) no 
intervalo (-1,1). 

Nos P roblemas 17-20, verifique se o Teorema 2.1 garante unicidade dc solução para a equação diferencial 
/ = yjy 2 - 9. passando pelo ponto dado. 

17. (1. 4) 

19. (2, - 3) 


18. (5. 3) 
20. (-1. 1) 
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2.2 VARIÁVEIS SEPARÁVEIS 

Nota ao estudante: Na resolução para uma equação diferencial, você terá freqüentemente que 
utilizar, digamos, integração por partes, frações parciais ou possivelmente uma substituição. Será 
proveitoso gastar alguns minutos de seu tempo na revisão de algumas técnicas de integração. 


Começamos nosso estudo da metodologia de resolução de equações de primeira 
ordem com a mais simples de todas as equações. 

Sc g(x) é uma função còntínua dada, então a equação de primeira ordem 

g - *W (1) 

podgser resolvida por integração. A solução para (1) é 

y = J g(*)dx + c. 


EXEMPLO 1 

Resolva (a) ^ = I + e 1 ' e (b) ^ = sen*. 

ax ax 

Solução Como ilustrado acima, ambas as equações podem ser resolvidas por integração. 

(a) y = j (l + e^dx = * + i* 2 * + c 

(b) y = J sen xdx = -cos* + c ■ 

A equação (l), bem como seu método de resolução, é apenas um caso especial do 

seguinte: 

DEFINIÇÃO 2. 1 Equação Separável 
Uma equação diferencial da forma 

di _ g(x) 
dx h(y) 

é chamada separável ou tera variáveis separáveis. 

Observe que uma equação separável pode ser escrita como 

h(y) & = g(x). (2) 

É imediato que (2) se reduz a (1) quando Á(y) = 1. 

Agora, se y = f[x) denota uma solução para (2), temos 
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h{f[x) no = *<*). 

logo, 

J h(f(x))f(x)dx = J g(x)dx + c. (3) 

Mas = f(x) ilx , assim (3) é o mesmo que 

J *(>’)<*>• = / *(*)<** + c. (4) 


Método de Solução 

A equação (4) indica o procedimento na resolução para equações diferenciais separáveis- Uma 
família a um parâmetro de soluções, em geral parada implicitamente, é obtida integrando ambos 
os lados de h(y)dy - g(x) dx. 

Nota Não há necessidade de usar duas constantes na integração de uma equação separável 
pois, 

j h(y)dy + c\ = J g(x)dx + c 2 

J h(y)dy = J g(x)dx + c 2 - C| = J g(x)dx + c % 

em que c é completamente arbitrária. Em várias instâncias, no decorrer dos capítulos seguintes, 
não hesitaremos em indexar constantes de uma maneira que possa ser mais conveniente para 
uma dada equação. Por exemplo, múltiplos de constantes ou combinações de constantes podem 
ser trocados por uma única constante. 

EXEMPLO 2 

Resolva (I + x)dy - ydx = 0. 

Solução Dividindo por (1 + jrjy, podemos escrever, dy/y = dx/( I + x), da qual se segue que 

f ÍL = 

J y J 1 + x 

lnlyl = Inll + *1 + c\ 

y = çlnll + d+c, 

= e lM * e c ' 


= II + x\e c '. 


l/l I w\ 


II +x\= I + x.x£- I 
II +xl = - (I +x). X < - 1 


r 
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Trocando ± e Ci por c, temos, y = c(\ + x). 

Solução Alternativa Como cada integral resulta em um logaritmo, uma escolha conveniente 
para a constante de integração seria lnld em vez de c: 

Inl >4= Inll + xl + lnld 

ou lnlyl = lnlc(l + x)l 

assim, y = c(l + x) 

Mesmo que as integrais indefinidas não sejam todas logarítmicas, ainda pode ser 
vantajoso usar lnld. Porém, nenhuma regra pode ser dada. ■ 


EXEMPLO 3 


Resolva o problema de valor inicial 


dx 

Solução De y dy = - x dx, obtemos 


dy x 

y' 


>i 4) = 3. 


J yd >’ = -J xdx e £■ = 


~T + c ' 


Essa solução pode ser escrita como x 2 + y 2 = c 2 , trocando as constantes 2c\ por c 2 . A solução 
representa uma família de círculos concêntricos. 

Agora, quando x = 4, y = 3 temos 16 + 9 = 25 = c 2 . Logo, o problema de valor 
inicial determina x 2 + y 2 = 25. Em vista do Teorema 2.1, podemos concluir que este é o único 
círculo da família que passa pelo ponto (4, 3). Veja a Figura 2.5. ■ 
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EXEMPLO 4 

Resolva xe ~ v sen x dx - y dy = 0. 

Solução Depois de multiplicar por e y , obtemos 

x sen xdx = ye y dy. 

f 

A integração por partes em ambos os lados da equação resulta cm 

-.rcos* + sen a: =>•*-' - e y + c. ■ 


EXEMPLO 5 

Resolva xy A dx + ( y 2 + 2 )e~ u dy = 0. (5) 

Solução Multiplicando a equação dada por e y% c dividindo por y 4 , obtemos 

xe* x dx + - — t ~ dv = 0 ou xe* x dx + (y“ 2 + 2 y~ A )dy =0. (6) 

y 

Usando integração por partes no primeiro termo, temos 

3 ^" - 9* - y -jy 3 = ei- 

A família a um parâmetro de soluções pode também ser escrita como 

e ix (3x - D - j + ^ + c. (7) 

em que a constante 9c | foi trocada por c. ■ 

Dois pontos devem ser mencionados neste instante. Primeiro, a menos que seja 
importante ou conveniente, não há necessidade de tentar resolver y como função de x em uma 
expressão que representa uma família de soluções. A equação (7) mostra que essa tarefa pode 
apresentar problemas que vão além da enfadonha manipulação de símbolos. Como conseqüên- 
cia, é freqüente o caso em que o intervalo no qual uma solução é válida não é aparente. Segundo, 
deve-se estar atento à separação de variável para ter certeza de que os divisores não são nulos. 
Uma solução constante pode facilmente ser esquecida no embaralhamento do processo dc 
resolução para o problema. No Exemplo 5, observe que y = 0 é uma solução para (5), mas não 
pertence ao conjunto de soluções definido em (7). 
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EXEMPLO 6 


Resolva o problema de valor inicial 


g = >- 2 - 4, y(0) = — 2. 
Solução Colocamos a equação na forma 

r - 4 

e usamos frações parciais no lado esquerdo. Temos 


assim 


Logo, 


_L + J_L 

[>• + 2 y-2j 


- i lnl>* + 21 + £ Inly - 21 


dx 


= X + C|. 


In 


y - 2 
y + 2 


4x + ci 


(8) 


(9) 


( 10 ) 


e ^4 = cA 

y + 2 

em que trocamos 4cj por C 2 c e C} por c. Finalmente, resolvendo y na última equação, obtemos 

1 + ce 4x 


y = 2 


1 - ce 


4x 


( 11 ) 


A substituição x = 0, y = - 2 acarreta o seguinte dilema 

1 + c 


-2 = 2 


1 - c 


- 1 + c - I + c ou -1 = 1. 

Examinaremos a equação diferencial mais cuidadosamente. O fato é: a equação 

f = (y + 2)<y - 2) 

é satisfeita por duas funções constantes, a saber, y = -2ey = 2. Inspecionando as equações 
(8), (9) e (10), vemos que as soluções y = - 2 t y = 2 não foram consideradas (pois anulariam 
o denominador). Mas é interessante observar que a solução >• = 2 pode ser subseqüentemente 
recuperada fazendo c = 0 em ( 1 1 ). Porém nenhum valor de c nos dará a solução y = - 2. Esta 
última função constante é a única solução para o problema de valor inicial. Veja a Figura 2.6. ■ 
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Se. no Exemplo 6, tivéssemos usado Inld como a constante dc integração, então a 
expressão da família a um parâmetro de soluções seria 


c + «r* 

y = 2 7T^ 


( 12 ) 


I 


r = 2 

c = 0/ 


Figura 2.6 


(0. -2) 


'c- I 


r— 2 


Note que ( 1 2) se reduz ay = - 2 quando c = 0, mas agora nenhum valor de c nos dará a solução 
constante y = 2. 

Quando uma solução para um problema de valor inicial pode ser obtida escolhendo 
um parâmetro particular cm uma família a um parâmetro de soluções para uma equação diferen- 
cial dc primeira ordem, os estudantes (e os professores) naturalmente sc contentam com isso. Na 
Seção 2.1, vimos porém que uma solução para um problema de valor inicial pode não ser única. 
Por exemplo, o problema 


V /2 . ><0) = 0, 


(13) 


possui pelo menos duas soluções, a saber, y = 0 c y = jc 4 / 1 6. Estamos agora em posição de 
resolver a equação. Separando as variáveis 


1/2 _ 


dy = xdx 


c integrando temos 


2 y ,/2 = ^ + C| ou y 


-íí 


+ c 


\ A 

Quando x = 0, y = 0, então necessariamente c = 0. Logo, y = x 4 /16. A solução y = 0 foi 
desconsiderada quando dividimos por y ]/2 . Ainda, o problema de valor inicial (13) possui 
infinitas soluções, pois, para cada escolha do parâmetro a > 0, a função definida por partes 


y = 


t * 2 - * 2 ) 2 


x < a 


x > a 
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salisfaz o problema de valor inicial. Veja a Figura 2.7 



Figura 2.7 


Nota Vimos em alguns exemplos que a constante na família a um parâmetro de soluções para 
uma equação diferencial de primeira ordem pode ser trocada quando conveniente. Também, 
pode facilmente acontecer que duas maneiras distintas de resolução levem a respostas diferentes. 
Por exemplo, por separação de variáveis, podemos mostrar que 

x + y 

arctg.t + arctg>* = c ou arctgx + arctg>' = arctgc ou = c. 

I - xy 

são famílias a um parâmetro de soluções para (1 +y 2 )dx + (1 + x 2 )dy = 0. Quando você 
estiver estudando as próximas seções, tenha cm mente o fato de que famílias de soluções podem 
ser equivalentes no seguinte sentido: uma família pode ser obtida de outra por uma troca de 
constante ou por manipulação algébrica e trigonométrica. 


2.2 EXERCÍCIOS , 


As respostas dos exercícios selecionados estão na página 441. 

Nos Problemas 1-40, resolva a equação diferencial dada por separação de variável. 


1. ^ = sen 5x 
dx 

3. dx + e u dy =0 
S. (*+!>£-* + 6 


7. x/ = 4 y 


9 *1 = 1- 
d* x 2 


2 2 


«• T- = -P 1 

dy 1 + x 


2 - i = + » 2 

4. dx - x 2 dy = 0 

6 . <'^ = 2 * 
dx 

8. + 2xy = 0 

ax 


10 . 

12 . 


4i = y + 1 

dx X 

dx = 1 + 2 y 2 
dy y sen x 
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15. (4 y + yx l )dy = (2x + x/)dx = 0 
17. 2y(x + l)dy = xdx 

>’• >' ,n - , | = ( ÍL T 1 ) 

2 «. f = *5 

23. % = P - P 2 
dl 

25. scc 2 xdy + cosec ydx = 0 

27. rsen 2xdx 4- cosx(e 2v - y)dy = 0 

29. (e y + l)V r e/x + (e* + l)V*c/y = 0 


14- •Vj-*-»' + 


16. (I + x 2 + y 2 + x 2 y 2 )dy = y 2 dx 

18. x 2 y 2 dy = (y + 1)í/x 

.2 


2 °. £ 


Jn± 

I 4x + 


3 

5 


22 . ^ = k(Q _ 70 ) 

24. ~ * N= Nu' * 1 

dl 

26. sen 3* í/x 4- 2y cos 3 3 xdy = 0 
28. sec xdy = xcotgyí/x 

30. = (| + í 2 )- |/7 (| + > 2 ) l/2 

x dx 


31. (y-yx 2 )$ = (y + I) 2 

33 dg _. •*? + 3x - y - 3 
* xy - 2x 4- 4y - 8 

35. ^ = senx(cos2y - cos 2 y) 
dx 


32. 2^ -- = — 
dx y y 

34 & = xy + 2 y-x - 2 
dx X y - 3y + x - S 

36. secy^; + *cn(* ~ y) = sen(x + y) 


37. x V 1 - y* dx = dy 
39. + *"')£ = y 2 


38. y(4 - x 2 ) ,/2 dy = (4 + y 2 ) 
40. (x + Vx ) ^ = y + Vy 


í/x 


Nos Problemas 41-48. resolva a equação diferencial dada sujeita à condição inicial indicada. 


41. {e~ y + l)sen.tí/x = (1 4- cos x) dy, 
A0) = 0 


43. ydy = 4x(y 2 + I ) ,/2 dx. y<0) = I 


42. (1 + x*)dy + *<1 + 4v 2 ) dx = 0. y(l) = 0 


44. & + />• = y. y(l) = 3 


45. = 4(í 2 + 

dy 


0. 


46. 


& = 3L - 1 

• x 2 - i 


y(2) = 2 


47. xy = y - xy, *-l) = -i 


48. / + 2y = 1, yí 0) = | 
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Nos Problemas 49 e 50, encontre uma solução para a equação diferencial dada que passe pelos pontos 
indicados. 



(a) (0, 0) (b) (0. 3) 

50. x^ = /-y 
dx 



(a) (0, l) (b) (0. 0) 



51. Encontre uma solução singular para a equação do Problema 37. 


52. Encontre uma solução singular para a equação do Problema 39. 

A uma pequena mudança (perturbação) na condição inicial ou na própria equação, frcqücntemcnte 
corresponde uma mudança radical na solução para uma equação diferencial. Nos Problemas 53-56. 
compare as soluções dos problemas de valor inicial dados. 

53. ^ = (y - l) 2 . XO, = 1 54. = (y - I) 2 . X0) = 1,01 




l) 2 + 0.01. ><0) = 1 


56. 


£ = <>- 


I) 2 - 0,01, XO) = I 


Uma equação diferencial da forma dy/dx = J{ax + by + c), b * 0, pode sempre ser reduzida a uma 
equação com variáveis separáveis por meio da substituição u = ax + by + c. Use este procedimento para 
resolver os Problemas 57-62. 


57. ^ = {x + y + l) 3 


58. ÉL _ L- 5 

dx x + y 


59. f x = lg 2 (x + y) 

61. r- = 2 + 'ly - 2x + 3 


60. ^ = sen(i + v) 
dx 


62. 4 - 1 +«»-*♦ * 

dx 


2.3 EQUAÇÕES HOMOGÊNEAS 

Antes de considerar o conceito de equação diferencial homogênea de primeira ordem e seu 
método de solução, precisamos primeiro examinar de perto a natureza de uma função ho- 
mogênea. Começamos com a definição deste conceito. 
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DEFINIÇÃO 2.2 Função Homogênea 
Se uma função f satisfaz 

f(tx, ty) = t"fix, y) 

para algum número real n. então dizemos que f é uma função homogênea de grau n. 


EXEMPLO 1 

(a) fix. >•) - x 2 - 3xy + 5 y 2 

flix, iy) » (ix) 7 - l(ix)Cy) * 5 (ry) 2 
= /V - 3/ 2 j:y + 5 t 2 y 2 

= fV - 3-ry + 5y 2 ) = /fo. y) 
A função é homogênea de grau dois. 


(b) fix. y) 
fitx. ty) 


\k 2 + y J 


fíV + lV = /* 


+ y' = '"fix. y) 


A função é homogênea dc grau 2/3. 

(C) fix. y) = X 3 + y 3 + I 

yiu, ty) = ,y + ; 3 y 3 + 1 * t'fix, y) 

pois t^fix, >■) = / 3 jr 3 + r 3 y 3 + í 3 . A função não i homogênea 

(d) fix.y) = ± + 4 

fiu ' v) = ê + 4 = § + 4 = ^ y) 

J 

A função c homogênea de grau zero. H 

Como as partes (c) e (d) do Exemplo 1 mostram, uma constante adicionada à função 
destrói a homogeneidade, a menos que a função seja homogênea de grau zero. Ainda, muitas 
vezes uma função homogênea pode ser reconhecida examinando o grau de cada termo. 
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EXEMPLO 2 


(a) /(* 


% y) = èxy'-x) 


^grau! v grau .| 

, grau J J 




n 


^ jjiau 2 


grau 4 


A função é homogênea de grau quatro. 

r í nw 2 i 
(b) f(x,y)‘x'-y. 

^ fctr.iu I ' 


A função não é homogênea, pois os graus dos dois termos são diferentes. ■ 

Se /(x, y) for uma função homogênea de grau n, noic que poderemos escrever 

/<*. y) = *7^1. * j e f(x. y) = y n f^ * . I j. (2) 

cm que /( 1 , y/x) e f(x/y, 1 ) são ambas homogêneas de grau zero. 


EXEMPLO 3 

Vemos que /(*, y) = x 2 + Ixy + >* 2 é homogênea de grau dois. Logo, 

/<* »-?[[*]+ ■ 
Uma equação diferencial homogênea de primeira ordem é definida cm termos das 
funções homogêneas. 


DEFINIÇÃO 2.3 Equação Homogênea 
Uma equação diferencial da forma 

Af(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 (3) 

€ chamada de homogênea se ambos os coeficientes Aí e jV são funções homogêneas do mesmo grau. 

Em outras palavras, M(x, y)dx + N(x y y)dy = 0 é homogênea se 
M(tr, ly) = i n M(x, y) e W(íz. ty) = y). 
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Método de Solução 


Uma equação diferencial homogênea M(x, y)dx + N(x , y)dy = 0 pode scr resolvida por meio 
de uma substituição algébrica. Especificamente, a substituição y = ux ou x = vy\ em que u e v 
são as novas variáveis independentes, transformará a equação em uma equação diferencial de 
primeira ordem separável. Para ver isso. seja >• = ux. então, sua diferencial dy = udx + xdu. 
Substituindo em (3), temos 


M(x. ux)dx + N(x. ux)]udx + xdu] = 0. 


Agora, pela propriedade de homogeneidade dada em (2). podemos escrever 

x n M(U u)dx + u)[udx + xdu] = 0 


ou 

assim. 


iiV/(l, u) + uN{\ % u)]dx + xN( I. u)du = 0. 

dx + N(i, u)du _ Q 
x M(\ % u) + uN{\, u) 


N 


A fórmula acima não deve ser memorizada. O melhor e repetir o processo sempre que for 
necessário. A prova que a substituição x = vy em (3) lambem leva a uma equação separável é 
deixada como exercício. Veja o Problema 45. 


EXEMPLO 4 


Resolva (x 2 + y 2 ) dx + (x 2 - xy) dy = 0. 

Solução Tanto M(x % y) quanto N(x t y) são homogêneas de grau dois. Se fizermos y = ux , 
segue-se que 

C x 2 + u 2 x 2 )dx + (x 2 - ux 2 )( u dx + xdu] = 0 

x 2 (I + u)djç + x 3 (f- ii)du = 0 



L^±du+^ = o 

I + M * 


- 2-1 
1 + u J 


du + — = 0 
x 


Depois de integrar a última linha, obtemos 


- u + 2 Inl 1 + ui + InW = Inld 


I +* 
x 


- y 

— + 21n 
x 


+ InW = Inld. 
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Usando as propriedades do logaritmo, podemos escrever a solução precedente como 



(* + >) 2 
cx 



A definição de um logaritmo implica 


(x + y ) 2 = exe 


y/x 



EXEMPLO 5 


Resolva 


(2 Vxy - y)dx - xdy = 0. 


Solução Os coeficientes Af(x, >') e A/(x, >’) são homogêneos de grau um. Sc y = hx, a equação 
diferencial torna-se, depois de simplificada. 


du dx . 

175 + T = °- 


2 - 2u 


A integral do primeiro termo pode ser calculada substituindo / = m /; . O resultado é, 


dl + dx 
I - I * 



Integrando, temos 

Inl/ - 11+ InW = Inld 


In | y/í- 1 | + InW = Inld e u=yü_ 

Vxy - X = c. ■ 

Você poderia perguntar agora: quando a substituição x = ü>’ deve ser usada? Embora ela 
possa ser usada em qualquer equação diferencial homogênea, na prática tentamos x = vy quando a 
função M(x, y) é mais simples que N(x , >•)- Para resolver ( x 2 +y 2 )dx + (x 2 - xy)dy = 0, por 
exemplo, sabemos que não há diferença significativa entre AfeAf; logo, y = ux ou x = vy pode ser 
usada. Também pode acontecer que, depois de fazer uma substituição, encontremos integrais que 
são difíceis ou impossíveis de serem calculadas; uma outra substituição pode resultar em 
problemas mais fáceis. 
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EXEMPLO 6 


Resolva 2 x 3 y dx + (* 4 + y 4) dy = 0. 

Solução Cada coeficiente é uma função homogênea de grau quatro. Como o coeficiente de dx 
é um pouco mais simples que o coeficiente de dy , tentamos x = vy. Depois de substituir, 
simplificamos a equação 

2v*y 4 [vdy + ydv] + (p 4 y 4 + y 4 )dy = 0 


para 


2v l dv 
3i> 4 + 1 


^ = 


= 0 . 


A integração acarreta 

^ln(3i; 4 + 1) + Inlyl = Inlcjl ou 3x 4 y 2 + y 6 = c. 


cm que c = c Se a substituição y = ux tivesse sido usada, então 



u A + I 
u 5 + 3w 


du 



Você deve pensar agora cm como calcular a integral do segundo termo da última 


equaçao. 


Uma equação diferencial homogênea pode sempre ser expressa na forma alternativa 



Para ver isso, suponha que escrevamos a equação M(x, y)dx + /V(x, y)dy = 0 como 
dy/dx = /(*, y), em que 


A** y) = - 


mu . y) 

N(x % y) 


A função f[x, y) deve ser necessariamente homogênea de grau zero quando M e N são 
homogêneas de grau n. De (2), segue-se que 
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A última razão é uma função da forma F(y/x). Deixamos como exercício a demonstração de que 
uma equação diferencial homogênea pode também ser escrita como dy/dx = G(x/y). Veja o 
Problema 47. 


EXEMPLO 7 

Resolva o problema de valor inicial 

x& = y +xe>'\ ><!)= I. 

Solução Escrevendo a equação na forma 

£ = * + 
dx x 

vemos que a função da direita da igualdade é homogênea de grau zero. Pela forma dessa função, 
somos induzidos a usar u = y/x. Depois de derivar y = tix pela regra do produto e substituir, 
obtemos 

du «j dx 

dx x 

Integrando e substituindo u = y/x % temos 

+ e = InW 
-e~ y/x + c = InW. 

Como y = I quando x = I. temos - e~ 1 + c = Oouc = Logo, a solução para o problema 
de valor inicial é 

e~ 1 - e~ y/x = InW. ■ 


2.3 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão na página 442. 

Nos Problemas l-IO. determine se a função dada é homogênea. Especifique o grau de homogeneidade 
quando for o caso. 


I. x 3 + 2xy 2 - y*/x 

í" Vy - 

<* + 8y> 2 


•ix + y(4x + 3 y) 
£ 


y 2 + 


'I7T7 


4 . 
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5. cos 

x + y 

7. In.r 2 - 2 Iny 


6. sen 


x + y 


8 . 


Inx' 


Ui y* 

10. (x + y + l) 2 

Nos Problemas 1 1-30. resolva a equação diferencial dada usando uma substituição apropriada. 


9. <x' 1 + y~ ') 2 


11. (* “ >')dx + xdy = 0 

13. xdx + (y - 2x)dy = 0 


12. (x + y)dt + xdy = 0 

14. ydx = 2(x + y)dy 


15. (y“ + yx)dx - x £ dy = 0 

17 . £ ■ ^ 

dx y + x 

19. - y dx + (x + 'ixy ) dy = 0 
21. 2x 2 yd* = <3x 3 + y 3 )dy 


16. (y" 4- yx)dx + x~dy - 0 

lg . ÈL „ ±±Jl 

dx 3x + y 

20. x^ - y = Vx 2 + v 2 
dx 

22. (x 4 + y 4 ) dx - 2x’y dy = 0 


23. * = * + £ 
dx x y 


25. + 


27. 


y + cotg^ jdx - xdy = 0 


29. (x 2 + xy - y 2 )dx - xydy = 0 


24. 


£l = 1 + £l 

dx x 


+ l 


26. (x 2 e“ v/ * -f y 2 )dx = xydy 


28. £ = *ln* 
dx x x 

30. (x 2 + xy - 3 y 2 )dx - (x 2 + 2 xy)dy 


0 


Nos Problemas 31-44, resolva a equação diferencial dada sujeita à condição inicial indicada. 


31. xv 2 & = y 3 - x 3 . y(l) = 2 


32. (x 2 + 2y~)dx = xydy, y(- 1) = I 


33. 2x 2 & = 3xy + y 2 . y( 1) = - 2 
dx 


35. (x + yt? ,x )dx - xe r/z dy = 0. y(l) = 0 


37. (y 2 + 3xy)dx = (4x 2 + xy)dy. ><1) = 1 

39. (x + V5T)* + x - y = x~ ,/2 y 3/2 . y(l) = l 


34. xydx - x~ dy = yVx 2 + y 2 rfy. y(0) = 1 


(’ 


36. ydx + | ycos - - x |dy = 0. ><0) = 2 


38. y 3 <fx = 2x 3 dy - 2 x 2 ydx, y(l) = VI 


40. ydx + x(lnx - Iny - l)dy = 0. y(I) = e 


41. y 2 dx + (x 2 + xy + y 2 )dy = 0. y(0) = 1 42. (V7 + V7) 2 <íx = xdy, ><1) = 0 
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43. (x + Vv 2 - xy) ^ = v. >{±) =1 44. ^ ^ = cosh^- ><1) = 0 

ax • dx xx 

45. Suponha que M(x, y)dx + N(x. y)dy = 0 seja uma equação homogênea. Mostre que a substituição 
x = vy transforma a equação em uma com variáveis separáveis. 

46. Suponha que M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 seja uma equação homogénea. Mostre que a substituição 
x = r cos 0, y = r sen 0 teva a uma equação separável. 

47. Suponha que M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 seja uma equação homogênea. Mostre que a equação 
pode ser escrita na forma alternativa dy/dx = G(x . y). 

48. Seja f(x. y) uma função homogénea de grau n. Mostre que 



2.4 EQUAÇÕES EXATAS 


Embora a equação 


ydx + x dy = 0 


seja separável e homogênea, podemos ver que ela é também equivalente à diferencial do produto 
de x e y\ isto é » 


ydx + xdy = d(xy) = 0. 


Por integração, obtemos imediatamente a solução implícita xy = c. 

Você deve se lembrar do cálculo que, se z = /(*. y) é uma função com derivadas 
parciais contínuas em uma região R do plano xy, então sua diferencial total é 

dz = ii dx + ii dy (,) 

Agora, se /(x, >•) = c, segue-se de (I ) que 

^r~dx + zr^-dy = 0 . ' ( 2 ) 

o x d y 

Em outras palavras, dada uma família de curvas /(x, y) = c, podemos gerar uma equação 
diferencial de primeira ordem, calculando a diferencial total. 


EXEMPLO 1 

Se x 2 - 5xy + y 3 = c, então por (2) 
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(lx - 5 y)dx + (-5.1 + 3y 2 )dy = 0 ou 


di _ 5 y - 2x 
dx -5x + 3 y 2 


Para nossos propósitos, é mais importante inverter o problema, isto é, dada uma 
equação como 


dy _ 5y - lx 
dx - 5x + 3y 2 ’ 



podemos identificar a equação como. sendo equivalente a 

d(x~ - 5xy + y 3 ) = 0? 

Note que a equação (3) não é separável nem homogênea. 


DEFINIÇÃO 2.4 Equação Exata 
Uma expressão diferencial 

. M(x, y)dx + N(x, y)dy 

9 

é uma diferencial exata em uma região R do plano xy sc cia corresponde à diferencial total de 
alguma funçãq/fr, y). Uma equação diferencial da forma 

A/(jc, y)dx + Nfr y)dy = 0 

é chamada de uma equação exata se a expressão do lado esquerdo é uma diferencial exala. 


EXEMPLO 2 

A equação x 2 y*dx + x\ 2 dy = 0 é exata, pois 

d(\xY) =,xVdx + xYdy. U 

O teorema seguinte é um teste para uma diferencial exata. 


TEOREMA 2.2 Critério para uma Diferencial Exata 

•Sejam Aí(x, y) e N(x, y) funções continuas com derivada^ parciais contínuas em uma região 
retangular R definida por a < x < b, c < y < d. Então, uma condição necessária e suficiente para 
que 

M(x % y)dx + N(x, y)dy 

seja uma diferencial exata é 


d M = 3 N 
dy dx 
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Prova de que a Condição é Necessária Para simplificar, suponha que 
M(x, >*) c N{x , >•) tenham derivadas parciais de primeira ordem contínuas em todo plano ( x . y). 
Agora, se a expressão M(x. y) dx + N(x , y) dy é exala, existe alguma função / tal que 

M(x % y)dx + N(x, y)dy = j^dx + y^dy 


para todo (x. v) em R. Logo, 


df df 

M( x > y ) = ^ 


a Af 

dy 


[àf\_ d 2 f 


d y a x d x 


' Lf 

dy 


a_N 

a x 


A igualdade das derivadas parciais mistas é uma consequência da continuidade das derivadas 
parciais dc primeira ordem dc M(x , y) c N(x , >•)- D 


A prova dc que a condição do Teorema 2.2 é suficiente consiste cm mostrar que existe 
uma função f tal que d f/d x = M(x t y) c d f/d x = N(x, y). A construção de tal função na 
verdade reflete um procedimento básico na resolução para equações exatas. 


Método de Solução 

Dada a equação 

Af(x, y)dx + N(x % y)dy = 0 (5) 

mostre primeiro que 

dM dN 
d y d x 

Depois suponha que 

íí = *t«. y) 

daí podemos encontrar f integrando A/(x, y) com relação a x, considerando y constante. 
Escrevemos, 

flx, y) = j M(x, y) dx + g(y), (6) 

em que a função arbitrária g(y) é a constante de integração. Agora, derivando (6) com relação a 
y e supondo òf/d y = Af(x, y): 

jj = J y)dx + g\y) = N(x, y). 
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Assim, 


«'(>') = N(x. >•) - jj' | M(x. y) dx. 



Finalmente, integre (7) com relação a y e substitua o resultado em (6). A solução para a equação 
èfix, y) = c. 

Nota Algumas observações são necessárias. Primeira, é importante perceber que a expressão 
N(x, y) - (a /a y) J A/(x, y)dxc m (7) independe de a:, pois 

»> - h \ "<*• '>*] - ir - I "<”■ »*) 

_3Af_aM_ Q 
d x d y 

Segunda, poderíamos também começar o procedimento acima com a suposição dc que 
a f/d y = N(x, y). Depois, integrando N com relação a >• c derivando o resultado, encontramos 
o análogo de (6) e (7), que seria, respectivamente, 

J[x, y) = | N(x, y)dy + h(x) c h\x) = M(x, y) - ~ f N(x, y)dy . 

Em qualquer caso, nenhuma dessas fórmulas deve ser memorizada. Ainda, para 
verificar se uma equação é exata ou não, assegure-se de que ela seja da forma (5). Frequente- 
mente, uma equação diferencial é escrita na forma G(x , y)dx = H(x , y) dy. Neste caso, escreva 
a equação na forma G(x, y)dx - H(x, y)dy = 0 c aí identifique M(x , y) = G(x, y) e 
N(x, y) = -H(x, y). 


EXEMPLO 3 

Resolva 2 xydx + ( x 2 - \)dy = 0. 

Solução Com M(x t y) = 2xyeN{x t y) = x 2 - I, temos 

3 M „ dN 

= 2x 

d y d x 

Logo, a equação é exata e, pelo Teorema 2.2. existe uma função f(x y >•), tal que 

U = 2xyt U = x 2 _,. 

a x d y 

Da primeira dessas equações, obtemos, depois de integrar, 

Ã*- >) = * 2 y + s(y)- 
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Derivando a última expressão com relação aye igualando o resultado a N(x % y) % temos 

= * 2 + g\y) = * 2 - 1. 

Segue-se que g\y) = - 1 e g(y) = -y. <= ^ < — 

A constante de integração não precisa ser incluída, pois a solução éf[x y y) = c. Algumas curvas 
da família x 2 y - y = c são mostradas na Figura 2.8. 



Nota A solução para a equação não é f(x % y) = x 2 y - y. Antes, a solução é f{ x, y) = c ou 
f[x y y) = 0, se uma constante é usada na integração de g'(y). Observe que a equação poderia 
também ser resolvida por separação de variáveis. ■ 


EXEMPLO 4 


Resolva (e 2y - ycos xy)dx + (lxe 2y - xcosxy + 2 y)dy = 0. 

Solução A equação não é nem separável nem homogênea, mas exata, pois 

d M _ 2v àN 

— — = 2e } + xy sen xy -cos xy = — — • 
o y o x 

Logo, existe uma função /(x, y) tal que 

M(x, y) = e N(x, y) = 

Agora, para variar, começaremos supondo d f/d y = N(x , y); 
isto é, ‘ = lxe 2y - x cos xy + 2y 


fix, y) = 2x j e 2y dy - xj cos xydy + 2 \ ydy. 
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Lembre-se: a razão de podermos tirar o x de frente do símbolo de integral é que, na integração 
em relação a y,xé considerado como uma constante. Segue-se que 

Rx t y) = xe 2y - senxy + y 2 + h(x ) 


7^ = e 2y - ycosxy + h'(x) = e 2y - y cosxy, <C^jM(x.y) 
o x 1 


assim h\x) = 0 e h(x) = c. 

Logo, uma família a um parâmetro de soluções é dada por 

xe 2y - sen*)' +y 2 + c = 0. 


EXEMPLO 5 

Resolva o problema de valor inicial 

(cosx senx- xy 2 )dx + y(l - x 2 )dy = 0, y(0) = 2. 
Solução A equação é exata, pois 

dM . dN 
- m -2xy = — • 


Agora, 


ÍL 

dy 


= yd - x 2 ) 


f(x. y) = 


yd -x 2 ) + 


Ato 


= -xy 2 + hí(x) = cos x sen x - xy 2 . 

O X 


A última equação implica 


h'(x) = cosx senx 

h(x) = - J (cosx)(-sen xdx) = -ycos 2 *. 


Logo, 


yd- x 2 ) - ^cos 2 x = c, 


ou 


y\ 1 - x 2 ) - cos 2 * = c. 
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em que 2 c\ foi trocado por c. A condição inicial y = 2 quando x = 0 demanda que 4(1) - 
- cos“(0) = c, ou seja, c = 3. Portanto, a solução para o problema é 

y 2 (l - x 2 ) - cos 2 * = 3. ■ 


Fator de Integração 

Algumas vezes, é possível converter uma equação diferencial não exata cm uma equação exata 
multiplicando-a por uma função ^t(x, v) chamada fator de integração. Porém, a equação exata 
resultante 

H M(x, y)dx + \iN(x , y)dy = 0 

pode não ser equivalente à original no sentido dc que a solução para uma é também a solução 
para a outra. A multiplicação pode ocasionar perdas ou ganhos dc soluções. 

EXEMPLO 6 

Resolva (x + y)dx + xlnxdy = 0, usando p(x, y) = - em (0, «>). 

X 

Solução Sejam À/(x, y) = x + y e N(x, y) = x In jr. Daí, d M/d y = 1 e dN /dx = 1 + \nx. 
A equação não é exata. Porém, se multiplicarmos a equação por n(x, y) = i/x , obtemos 

1 +* 

X 

Segue-se desta última forma que escrevemos as identificações: 

M(x, N(x, y) = Inx. jj = \~ • 

Portanto, a segunda equação diferencial é exata. Logo, 

f^i 

/(*, y) = x + y\nx + g(y) 
d f 

= 0 + Inx + g'{y) = Inx 

assim g'(y ) = 0 e g(y) = c. 

Então ,y(x, y) = x + y Inx + c. Verifica-se facilmente que 

x + ylnx + c = 0 


jdx + Inxdy = 0. 


é uma solução para ambas as equações em (0. «*)• 
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2.4 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados etão na página 442 e 443. 
Nos Problemas 1-24. verifique se a equação dada é exala. Se for. resolva. 


1. (Zr - \)dx + (3 y + l)dy = 0 
3. (5* + 4 y)dx +(4.r - 8 y>)dy = 0 


5. (2y 2 x - 3) dx + (2yx 2 + 4) dy = 0 


7. ( x + y)(x - y)d.x + x(x - 2 y)dy = 0 

9. (y 3 - y 2 sen x - x) dx + (3xy 2 
+ 2y cos x)dy = 0 


2. (Zr - y)dx - (x + 6y) dy = 0 

4. (seny - ysenx)dx + (cosx + xcosy 

- y)dy = 0 

6. ^y - ± + co S 3x + J - 4x 3 
+ 3y sen 3x = 0 

$. ^ 1 + lnx + ^ jdx = (I - In x)dy 

10. (x 3 + y 3 )dx + 3 xy 2 dy = 0 


11. (ylny - e~ ly )dx + - + xlnyl</y = 0 12. — dx - ^r</y = 0 

[ y ) y >' 


13. x^- = 2x e x - y + 6x 2 


15. I 1 - - + 


y jdx + 1 1 - j + x jdy = 0 


17 ' ( * 2yi ~ % + * 3yl " 0 
19. (tgx - senxscny)dx + cosx cos y dy = 0 
.2 «... dy .3 


21. (1 - 2x* - 2y)^ = 4x J + 4xv 

dx 


14. (3x 2 y + e y )dx + (x 3 + xe y - 2y)dy = 0 

16. (e y + 2xycoshx)y' + xy 2 senhx 
+ y 2 coshx = 0 

18. (5y - 2x)/ - 2y = 0 

20. (3x cos 3x + sen 3x — 3 )dx + (2y + 5) dy = 0 
22. (2ysenxcosx - y + 2 y l e xy )dx 
= (x - sen 2 x - Axye xy ) dy 


'i . 1 


2 .2 . .2 l** ^ + W = ° 


23. (4x 3 y- 15x 2 — y)dx + (x 4 + 3y 2 -x)dy = 0 24. 

x x‘ x* + y’ | | x“ + y 

Nos Problemas 25-30, resolva a equação diferencial dada sujeita à condição inicial indicada. 

25. (x + y ) 2 dx + (2xy + x 2 - 1 ) dy = 0. y(l) = 1 26. (e‘ + y)dx + (2+x + y t y )dy = 0, y(0) = 1 


28. 


Í 3y 2 -x 2 3 

l J 




dx 


2y 


7 = 0. y(l) = 1 


27. (4y + 2x - 5)dx + (6y + 4x - I) dy 
= 0. y(- 1) = 2 
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29. (y~ cos x - .3.0 - 2x)dx + (2y sen x - x 3 
+ Iny) dy = 0. y(0) = e 


ç + cos* - 2xy 

[i + r 

+ senx), ><0) = 1 


Ú1 = 


= y(y 


Nos Problemas 31-34, encontre o valor de k para que a equação diferencial dada seja exata. 

31. (y 3 + kxy* — 2x ) dx + (3xy 2 + 2Q \~y*)dy = 0 32. (2x - y senxy + ky A ) dx - (20 xy 3 

+ xscn xy)dy = 0 

33. (2x> 2 + ye x )dx + (2x 2 y + ke* - \)dy = 0 34. (6 xy 3 + cos y)dx + (kx 2 y 2 - x sen y) dy = 0 

35. Determine uma função M(x % y) para que a seguinte equação diferencial seja exala: 


M(x . y)dx + ^xc xv + 2r> + j jí/y = 0. 


36. Determine uma função N(x, y) para que a seguinte equação diferencial seja exata: 


y ,/ V ' /2 + -ji— V + /V(x, y)dy = 0. 


Nos Problemas 37-42, resolva a equação diferencial dada. verificando que a função indicada p(x, y) seja 
um fator de integração. 

37. 6xy dx + (4y + 9 x 2 )dy =0. n(x, y) = y 2 38. -y 2 dx + (x 2 + xy) dy = 0. ji<*. y) = I/x 2 y 


39. (-xysenx + 2ycosx)dx + 2x cos x dy 
= 0, p(x. y) = xy 


40. y(x + y + \)dx + (x + 2y)dy 
= 0. p(x. y) = c* 


41. (2y 2 + 3 x)dx + 2x ydy = 0. H(*. y) = * 42. (x 2 + 2xy - y 2 )dx + (y 2 + 2*y - x 2 )dy 

= 0. y) = (x + y)" 2 

43. Mostre que qualquer equação diferencial separável de primeira ordem na forma h(y ) dy - g(x) dx = 0 é 
também exata. 


2.5 EQUAÇÕES LINEARES 

No Capítulo 1, definimos a forma geral para uma equação diferencial linear de ordem n como. 


aJx)^-2- + a 


dx n 


n - i(*) d ^ n , y x + ••• + + «oMy = *(*)• • 


Lembre-se de que linearidade significa que todos os coeficientes são funções de x somente e que 
y e todas as suas derivadas são elevadas à primeira potência. Agora, quando n = 1, obtemos uma 
equação linear de primeira ordem. 
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DEFINIÇÃO 2.S Equação Linear 
Uma equação diferencial da forma 

a,(x) ír + = 

é chamada de equação linear. 

Dividindo pelo coeficiente a\ (*), obtemos uma forma mais útil de umá equação linear: 

g + P(x]y = fix). (1) 

Procuramos uma solução para ( 1 ) em um intervalo / no qual as funções P(x) cj{x) são contínuas. 
Na discussão a seguir, supomos tacitamente que (1) possui uma solução. 

Fator de Integração 

Usando diferenciais, podemos escrever a equação (1) como 

dy + [P(x)y - fix)) dx = 0 (2) 

Equações lineares possuem a agradável propriedade através da qual podemos sempre encontrar 
uma função ii(x) em que 

H(*) dy + - fix)] dx = 0 (3) 

é uma equação diferencial exata. Pelo Teorema 2.2, o lado esquerdo da equação (3) é uma 
diferencial exata se 

- A*)] (4) 

diL 

ou ^ = \iP(x). 

Esta é uma equação separável em que podemos determinar ii(x). Temos 

7 = ^)* 

lnl|xl = j P(x)dx (S) 

m = J PMdx . 


assim 


( 6 ) 
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A função p(.v) definida em (6) é um fator de integração para a equação linear. Note que não 
precisamos usar uma constante de integração em (5), pois (3) não se altera se a multiplicarmos 
por uma constante. Ainda, ji(*) * 0 para todo x em /, e é contínua e diferenciável. 

É interessante observar que a equação (3) é ainda uma equação diferencial exala 
mesmo quando j{x) = 0. Na verdade. j[x) não desempenha papel algum na determinação de 
\x(x ), pois vemos de (4) que (3 /d >Hi(x)/(x) =0. Logo, ambas 

e\ n ' 1 dx dy + ei «*>*l P{xyy - Ax)\dx 

c ei + J ^ dx P(x)ydx 

são diferenciais exatas. Agora, escrevemos (3) na forma 

J + J p l" J *P(x)ydx = J Pt ' U 'Ax)dx 

e verificamos que podemos escrcvc-la como 

d\e\ p M*y] = cí P{ " d 'j{x)dx. 

Integrando a última equação, temos 

ei p ^ dx y = J J p «> d 'Ax)dx + c 

ou y = e-í p,x)dx \ ei Pix>d 'fix) dx + ce~í P{x)dx . (7) 

Em outras palavras, se (I) tiver uma solução, ela deverá ser da forma (7). Rcciprocamcntc, é 
imediato que (7) constitui uma família a um parâmetro de soluções para a equação ( 1 ). 


Resumo do Método 

Nenhum esforço deve ser feito para memorizar a fórmula dada em (7). O procedimento deve ser 
repetido sempre, logo, por conveniência, resumimos os resultados. 


(iü) 


Resolvendo uma Equaçáo Linear de Primeira Ordem 

Para resolver uma equação linear de primeira ordem, primeiro coloque-a na forma (í); isto é. 
faça o coeficiente de dy/dxumçidyçi ç" 

Identifique P{x) e encontre o fator de integração 

ei Pix>dx . 

Multiplique a equação obtida em (i) pelo fator de integração: 

J rWdxÈL + P(x)e \ rwdxy = J PM<u fix) 
dx 
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(iv) O lado esquerdo da equação em (iii) é a derivada do produto do fator de integração e a 
variável dependente y; isto é. 

j- [J PWdXy | = J /■C<)rfy ( _ r) 7 Ç)çR) é 

(v) Integre ambos os lados- da equação encontrada cm (iv). 


EXEMPLO 1 


Resolva 


Solução Escreva a equação como 


f/v 4 6 * 

-f y = xe 

dx 


ÈL _ iy = A' 

dx X y 


( 8 ) 


dividindo por x. Como P(x) = - 4/a, o fator de integração é 

e - 4 j dx/x _ g - 4 In ld _ g lnx 4 ** x ~ 4 


Aqui, usamos a identidade básica b ,og/ /V = N, N > 0. Agora, multiplicamos (8) por 


este termo 


e obtemos 


,-4 *1 _ 4x- 5 y = 

dx * 


(9) 


( 10 ) 


Segue-se da integração por partes que 

A~ 4 y = xe x - e x + c 
ou y 


= aV - aV + ca 4 . 


EXEMPLO 2 


Resolva 


4l 

dx 


- 3 y = 0. 


Solução A equação já está na forma ( I ). Logo, o fator de integração é 

J (- 3 >* = *-*. 


* 


Você deve calcular muitas vezes as derivadas indicadas para ficar convencido de que todas as equações, 
tais como (8). (9) e (10). são formalmente equivalentes. 
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Portanto, 


assim. 


- 3* _ 3 -3 c 

e dx 06 > 







Solução Geral 

Por hipótese, P(x) e J{x) são contínuas em um intervalo I c x q é um ponto desse intervalo. Então, 
segue-sc do Teorema 2.1 que existe uma única solução para o problema de valor inicial. 

^ + P(x)y = j{x ), y(x<)) = y 0 . (11) 

Mas vimos antes que (I) possui uma família de soluções e que toda solução para a equação no 
intervalo I tem a forma (7). Logo, obter a solução para (I I) é uma simples questão de encontrar 
um valor apropriado de c cm (7). Consequentemente, estamos certos em chamar (7) de solução 
geral da equação diferencial. Você deve se lembrar de que em várias ocasiões encontramos 
soluções singulares para equações não-lineares. Isso não pode acontecer no caso de uma equação 
linear em que P(x) efix) são contínuas. 


EXEMPLO 3 


Encontre a solução geral para 


<* 2 + 9)g + 0=0. 


Solução Escrevemos 


dl . * 

d* x 2 + 9 


>' = 9. 


A função P(x) = x/(x~ + 9) é contínua em (- ~). O fator de integração para a equação é 

% 

e\ xdx/ ^ + 9 > = e' n j 2xdx/(x 2 + 9) = e ' /2 ln(x 2 + 9)= 'Ix 2 + 9 


assim 


V777^ + 


* ^x 2 + 9 


y = 0 


^ plx 2 + 9 >■] = 0 


V * 2 + 9y = 


c. 
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Portanto, a solução geral no intervalo é 


>’ = 


Yr + 9 


EXEMPLO 4 


Resolva o problema de valor inicial 


^ + 2xy = x, }<0) = - 3. 

Solução As funções P(x) = 2xef(x) = x são contínuas em (-©o.oo). O fator de integração é 

e 2 l Mds = / 


assim 




e x y = J xe x dx = \re x + c. 


Portanto, a solução geral para a equação diferencial é 

I 


y = - + ce 


A condição y(0) = - 3 corresponde a c = - 7/2, logo a solução para o problema dc valor inicial 
no intervalo é 




2 2 


Veja a Figura 2.9, na próxima página. 


EXEMPLO 5 


Resolva o problema de valor inicial 


x& + y = 2x, M1)=0. 


Solução Escreva a equação na forma 
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c observe que P(x) = l/x é contínua em qualquer intervalo que não contenha a origem. Tendo 
em vista a condição inicial, resolvemos o problema no intervalo (0, <»). 

O fator de integração é 

e f dx/x _ ^Inld _ x 

c daí £\xy] = 2x 

implica x y = x 2 + c. 

A solução geral para a equação é 

y=x + -- (12) 

Mas, >(1) = 0 implica c = - I. Logo, obtemos 

y= * - — • 0<*<°o. (13) 

Considerada como uma família a um parâmetro de curvas, o gráfico dc (12) está 
representado na Figura 2.10. A solução (13) para o problema de valor inicial é indicada pela 
porção acinzentada do gráfico. ■ 




EXEMPLO 6 


Resolva o problema de valor inicial 
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Solução Esta equação diferencial não é separável, homogênea, exala ou linear na variável y. 
Porém, se invertermos as variáveis, leremos 


rh = 


dx , i dx ■> 

— = x + y- ou x = y. 

. ày ' dy 

Esta última equação é linear em x . assim o fator dc integração correspondente é 
r y . Logo. 



e 


x 


ylg-T 

1 y í t~ y dy. 


Integrando duas vezes por partes, obtemos 

r*x = -yV r - 2 ye~ 1 - 2 e~> + c 


x = -r - 2y - 2 + ceK 
Quando x - - 2 , >• = 0, encontramos c = 0e daí 

* = -r - 2 >• - 2. ■ 

O próximo exemplo ilustra uma maneira de resolver (I) quando a função f é descon- 
tínua. 


EXEMPLO 7 


Encontre uma solução contínua satisfazendo 


éi 

dx 


+ y = em que J[x) = 


1, 0 £ x < I 
0, x > 1 


c a condição inicial >(0) = 0. 

Solução Pela Figura 2.11. vemos que fé descontínua em x = 1. Conseqüentementc. re- 
solvemos o problema em duas partes. Para 0 < x < I, temos 

y = l + c { e x . 


Comoy(0) = 0, devemos tercj = - 1, portanto 
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Para x > 1 , temos 


d£ 

dx 


+ y = 0. 


o que Implica 



Logo, podemos escrever 


I - e~\ 0 < x < \ 
x > \ ‘ 


Agora, para y ser uma função contínua, ccrtamente devemos ter linv, _♦ V y(x) = y(f). 
Para isso, cjfT 1 = 1 - e *, ou seja, = e - 1. Como mostra a Figura 2.12, a função 


I - e’\ 0 <, x < \ 

(e - I )e~ x , x > 1 


é contínua, mas não diferencia vel em x = I. 



Figura 2. 1 1 



Nota A fórmula (7), representando a solução geral para (1), consiste na soma de duas solu- 
ções. Definimos 


em que 


y = y c + y P > 

y c = crí «*> A e y, = *»>* J J ™*%x)dx. 


(14) 


A função é a solução geral para / + P(x)y = 0, c y p é uma solução particular para 
/ + P(x)y = /(x). Como veremos no Capítulo 4, a propriedade aditiva de soluções (14) para 
formar uma solução é uma propriedade intrínseca de equações lineares de qualquer ordem. 
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2.5 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados começam na página 443. 

Nos Problemas 1-40. encontre a solução geral para a equação diferencial dada. Especifique um intervalo 
no qual a solução geral é definida. 


1 . 

dv - 
£ = 5> ' 

2 . 

% + 2y-0 


3. 

3^ + I2y = 4 
dx 

4. 

,£ + 2y = 3 


5. 


6 . 



7. 

/ = 3 x 2 y = x 1 

8 . 

/ +‘io- = * 3 


9. 

x V + *y * 1 

10 . 

/ = 2y + * 2 + 5 


11 . 

(.v + 4y~) dy + 2y dx = 0 

12 . 

dx 

7 = x ♦ y 
dy 


13. 

xdy = (xscnx - y ) dx 

14. 

(1 + x~)dy + (xy + x 3 + x)c/x = 0 

IS. 

(1 + * X) ltx + e * y = 0 

16. 

<* " “ 3 * 2 >' 


17. 

cos x Q + y sen x = 1 
dx 7 

18. 

7 + y cotg x = 2 cosx 
dx 


19. 

x& + 4 y = x* - X 

20 . 

(1 + x)y' - xy = x + x 2 


21 . 

x V + *(* ♦ 2 )y = e* 

22 . 

xy' + (1 + x)y= e~*sen 2 x 


23. 

cos^r sen x dy + ( y cos 3 x - 1 ) dx = 0 

24. 

(1 - cosxjdy + ( 2 yscnx - 

tgx)dx 

25. 

ydx + (xy + 2x - ye y )dy = 0 

26. 

(x‘ + x) dy = (x 5 + 3xy + 3 y)dx 

27. 

+ (3* + !»• = í- 1 * 

28. 

<* + 1 ) = ^ + (x + 2 )>- = 

2 xe~ x 

29. 

ydx - 4(x + y 6 )dy = 0 

30. 

xy* + 2 y = e 1 + Inx 


31. 

dy 1 - e~ 27 

* + y = s + <-’ 

32. 

- y = senhx 
dx 
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33. ydx + (* + Z<y 2 - 2 y)dy =0 
35. “ rsecO = cosfl 


37. (x + 2) 2 ^ = 5 - 8y - 4*y 
39. y' = (10 - y)cosh.r 


34. ydx = (ye v - 2 x)dy 


36. =f- + 2/P = /> + 4/ - 2 
dt 

38. (x 2 - 1)^ + 2y = (x + D 2 
40. rfr = (3r v - 2x)dy 


Nos Problemas 41-54. resolva a equaçào diferencial dada sujeita à condiçáo inicial indicada. 


41. £ + 5y = 20. yi 0) = 2 

43. L~ + Ri = e E\ U R e E constantes, í(0) 

dl 

45. / + (tgx)y = cos 2 *. y{ 0) = - 1 


47. ^j = k(T- 50); A uma constante. 7(0) = 200 

49. (.t + 1)^ + y * ln.t. y< I) = 10 
ax 


51. x(x - 2 )/ + 2 y = 0. y(3) = 6 


53 ‘ t-jt~x- > <5) = 2 


42. >•' = 2y + x{S x - e'~\ ><0) = 2 


io 44.y~ - x = 2y 2 . ><1) = 5 

y> ^ = 5/(2, 0(0) = - 7 

48. .( íly + (xy + 2y - 2r“)<fr = 0. y(l) = 

50. xy + y = y(l) = 2 

52- sen *^ + (cosj:)y * 0. y|- j = 1 

54. + >= 1- XO) = -3 

dx 


Nos Problemas 55-58. encontre uma soluçào contínua satisfazendo cada equação diferencial e a condiçáo 
inicial dada. 


55. % + 2y=fix). yt,) = {j; ; ; ^ 3 . X0) = 0 

56. % + y = Ax). Ax) = | _ [’ J l\ S ‘. X0) = l 


57. J + 2 xy = Ax). Ax) = 


j x, OÍKl 

{ 0. x 2 1 • 


X0) = 2 


. (1 + /)^ + 


58. (1 


)^ + 2«y = Ax). Ax) = j ^ J * * < \ XO = 0 


t 
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[ 0 ] 2 6 EQUAÇÕES DE BERNOULLI, RICATTI E 
CLAIRAUT* 

Nesta seção, não estudaremos nenhum tipo particular para equação diferencial. Consideraremos 
três equações clássicas que podem ser transformadas cm equações já estudadas nas seções 
anteriores. 


( 1 ) 

Oc/i = I, 

( 2 ) 


(3) 


Jacques Bernoulli (1654-1705) Os Bemoutlis foram uma família suíça de acadêmicos cujas 
contribuições à matemática, física, astronomia e história datam do século XVI ao século XX. 
Jacques. o primeiro dos dois filhos do patriarca homônimo Jacques Bernoulli, deu várias contribui- 
ções ao cálculo e à probabilidade. Originalmente, a segunda das duas divisões principais do cálculo 
era chamada de calculus summatorius. Em 1696, por sugestão de Jacques Bernoulli (filho), este 
nome foi mudado para calculus integralis, como é conhecido atualmente. 

Jacob Francesco Ricatti (1676-1754) Um conde italiano, Ricatti foi também matemático e 
filósofo. 

Akx Claude Clairaut (1713-1765) Nascido em Paris em 1713, Clairaut foi uma criança prodígio 
que escreveu seu primeiro livro sobre matemática aos 1 1 anos. Foi um dos primeiros a descobrir 
soluções singulares para equações diferenciais. Como muitos matemáticos de sua época, Clairaut foi 
também físico e astrônomo. 


Equação de Bernoulli 

A equação diferencial 

^ + P(x)y = J[x]y n , 

em que n é um número real qualquer, é chamada de equação de Bernoulli. Para /i 
a equação ( I ) é linear em y. Agora, se y * 0. ( 1 ) pode ser escrita como 




I - n _ 


= ÂX). 


Se fizermos w = >• 1 “ w , n * 0, n * I . então 


Com essa substituição, (2) transforma-se na equação linear 


% + (1 “ n)P(x)w = (I - n )/W. 

Resolvendo (3) e depois fazendo v 1 “ n = h», obtemos uma solução para (1). 
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EXEMPLO 1 


Resolva 


dy I 2 

t + x y = xy - 


Solução Em (I), identificamos P(x) = \/x % f(x) = xtn = 2. Logo, a mudança de variável 
vi' = >•“ 1 nos dá 

dw I 

— W = —X. 

dx x 

O fator de integração para essa equação linear em. digamos, (0, ©o) é 


-fdx/x _ - Irári _ j 


= e 




- 1 


assim 




Integrando essa última forma, obtemos 


a: ! vv = - 


x + c ou iv = -x + cx. 


Como w = y~ *, então y = 1 /w ou 




-x 2 


+ cx 


Para n > 0, note que a solução trivial y = 0 é uma solução para (I). No Exemplo 1, 
y = 0 é uma solução singular para a equação dada. 


Equação de Ricatti 


A equação diferencial não-linear 


& 

dx 


= P(x) + Q(x)y + R(x)y 2 


(4) 


é chamada dc equação de Ricatti. Se y\ é uma solução particular para (4), então as substituições 

, dy .. dy\ du 

>=>•,+« e = _ + _ 


em (4) produzem a seguinte equação diferencial para u: 

•• 

^ - (Q + 2y t R)u = Ru 2 . 


(5) 


Como (5) é uma equação de Bemoulli com n = 2, ela pode, por sua vez, ser reduzida à equação 
linear 
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^ + (Q + 2 >,*) h - = -R 



através da substituição w = u *. Veja os Problemas 25 e 26. 

Como o Exemplo 2 mostra, em muitos casos, uma solução para uma equação de 
Ricatti não pode ser expressa em termos dc funções elementares. 


EXEMPLO 2 


Resolva 


? = 2 - 


2xy + >•' 


Solução Verifica-sc facilmente que >’j = 2x é uma solução particular para uma equação . Em 
(4), fazemos as identificações P(x) = 2, Q(x) = - 2 xt R(x) = l. Resolvemos então a equação 
linear <6): 


—■ + (-!* + 4x)w = - 1 ou +• 2xw = -1. 
dx dx 

O fator de integração para essa última equação é e x , assim 



Agora, a integral J e 1 dt não pode ser expressa em termos de funções elementares.* Portanto, 
escrevemos 


assim 



Uma solução para a equação é então y = 2x + u. 


Equação de Clairaut 

Como exercício você deverá mostrar que uma solução para a equação dc Clairaut 

y = xf+Jb 0 (7) 


Quando uma integral fj{x)dx não pode ser resolvida em termos de funções elementares, ela é nor- 
malmente escrita como dl. em que xq é uma constante. Quando uma condição inicial é especifi- 
cada, é imperativo que essa forma seja usada. 
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é a família de retas y = cx + j(c) % em que c é uma constante arbitrária. Veja o Problema 29. 
Ainda. (7) pode também possuir uma solução em forma paramétrica: 

* = -m y = m - m w 

Essa última solução é singular, pois. se f'{t) * 0. ela não pode ser obtida da família de soluções 
y = cx + ftc). 


EXEMPLO 3 


Resolva y = x/ + ^ ()() 2 . 

Solução Primeiro, fazemos a identificação fiy') = (1/2 )(y') 2 , o que implica A 1 ) = ( I/2)/ 2 . 
Segue-se da discussão precedente que uma família de soluções é 

y = « + \c 2 . 


O gráfico dessa família é mostrado na Figura 2.13. Como f(t) = /, uma solução singular é 
obtida de (8): 



/ 



Depois de eliminar o parâmetro, vemos que esta última solução é a mesma que 



Percebemos facilmente que esta função não faz parte da família (9). Veja a Figura 2.14. 



Figura 2.13 


Figura 2.14 
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2.6 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 443 e 444. 
Nos Problemas 1-6. resolva a equação de Bemoulli dada 


- dy 1 

x tx + y = -p 

- <fv » 2 

2 - S -y = *y 

3. ^ - O 

4 - - (i + *)y = *y 2 

5. x 2 £ + y 2 = xy 

6. 3(1 + x 2 )£ = 2n(y 3 - D 

— w 

Nos Problemas 7-10, resolva a equação diferencial dada sujeita à condição inicial indicada. 

7. ^^-2^ = 3/. *l) = i 

«• y l/2 d ± + y J/2 = i. ><0) = 4 

• 

9. xy(l + xy'-)& = i. ><t) = 0 

,0 - 2 ^ = x~7- 

Nos Problemas 11-16. resolva a equação dc Ricatti dada; y\ é uma solução conhecida para a equação 

11. & = -2-y + y 2 . y, =2 

12 . ^ = 1 - x - y + xy 2 . yi = 1 

.1 Oi. = _-± _ i v + yi = 1 

l3 dx ,2 x y + X ’ yi x 

14. £ = 2x 2 + iy - 2y 2 . y, = x 

15. & = e* + (1 + 2e x )y + y 2 . y, = -e' 

16 - £ = scc2j: ~ { '& x)y + yí - yi = 

17. Resolva ^ = 6 + 5y + y 2 . 
ax 

18. Resolva ^ = 9 + 6y + y 2 . 
ax 

Nos Problemas 19-24. resolva a equação de Clairaut dada. Obtenha uma solução singular. 

IA / * t • . / 9 é f 2 

iy. y = xy + i — in y 

zu. >• = xy + o * ) 

n. y*'í — í?f 

</.v 1 dx I 

22. >• = (* + 4)/ + OO 2 

23. */ - y = 

24. y — xy' = lny / 


25. Mostre que. sc y \ for uma solução para (4). então a substituição >• = y\ + «em (4) implica (5). 

26. Mostre que (5) se reduz a (6) por meio da substituição w = u~\ 

27. Quando R(x) = - 1. a equação de Ricatti pode scr escrita como >•' + y 2 - Q{x)y - P(x) = 0. 
Mostre que a substituição y = w'/w comjuz à equação linear de segunda ordem w" - Q(x)w 
- P(w)\v = 0 (Quando Q e P são também constantes, não é difícil resolver equações deste tipo.) 
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28. Uma definição alternativa para a equação de Clairaut é qualquer equação na forma F(y - xy\ y) = 0. 

(a) Mostre que uma família de soluções para a última equação é 

F(y - cx . c) = 0. 

(b) Use o resultado da parte (a) para resolver 

(*/ - y) 3 = (y'v + 5. 


29. Mostre que y = cx + J[c), em que c é uma constante arbitrária, c uma solução para (7). 

30. Mostre que (8) é uma solução para (7). [Sugestão: Derive ambos os lados de (7) com relação are 
considere dois casos. Use diferenciação paramétrica para mostrar 


dy _ dy/dt 
dx dx/dt 


no * 0. 


Note que. como a inclinação de y = cx + fic) 6 constante, a solução singular não pode ser obtida 
desta família. | 


[ 0 ] 2.7 SUBSTITUIÇÕES 

Nas seções precedentes, vimos que em certas situações uma equação diferencial podia ser 
transformada, por meio de uma substituição, cm uma forma cm que era possível resolvê-la por, 
um método padrão. Uma equação pode parecer diferente de todas as que vimos e estudamos, mas 
mudando a variável, talvez um problema aparentemente difícil possa ser facilmente resolvido. 
Embora não haja uma regra geral que indique qual substituição deve ser feita, um axioma prático 
é o seguinte: tente alguma coisa! Algumas vezes custa caro ser engenhoso. 


EXEMPLO 1 


A equação diferencial 

y( 1 + 2 xy)dx + x(\ - 2 xy)dy = 0 

não é separável, homogênea, exata, linear ou Bernoulli. Porém, sc olharmos bem a equação, 
podemos ser impelidos a tentar a substituição 


u = 2 xy ou >* = 


u_ 

2x 


dy = 


x du — udx 
2x 2 


Como 
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a equação se torna depois de simplificada, 

2 u~ dx + (1 - u\xdu 

Percebemos que a última equação é separável, e daí, 
dx I - u 


= 0 . 


2 — + 
x 


du = 0 


u 


implica 


2 InUI - u~ 1 - Inlnl = 


In 


x 

2v 


= c* + 


IXY 


Ty - ^ 

x = 2 c x ye xn *K 

em que é' foi trocada por c\. Podemos também trocar 2cj por C 2 se desejarmos. ■ 

Note que a equação diferencial do Exemplo I possui a solução trivial y = 0, mas essa 
função não está incluída na família a um parâmetro de soluções. 


EXEMPLO 2 


Resolva 


+ 2 > ,: 


3x - 6. 


Solução A presença do termo 2 y ^ nos impele a tentar u 

*L = 2 y^. 

dx y dx 


pois 


Agora 


x — + 2u = 3x - 6 
dx 


tem a forma linear ^ + — u = 3 - 

dx x 

i, multiplicar pelo fator de integração e^ 2/x)< ^ = 


assim. 


,ln x~ _ 


= x acarreta 


— [x 2 w| = 3x 2 - 6x 
dx 


■ 2 U = x 3 - 3x 2 


+ c ou X 


2 y 2 = x 3 - 3X 2 + C. 
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EXEMPLO 3 


xQ- - v = ^ 


Resolva x-t — y 

Solução Seja u = y/x. A equação diferencial pode ser simplificada para 


dx ’ y 


ue 


“ U du= dx. 


Integrando por partes e trocando - c por c\, temos 


-ue~ u - e~ u = x + c 

u + I = (c, - x)e u . 

Substituímos então u =y/xe simplificamos: 

y + x = x(c t - x)e' /x . ■ 

Algumas equações diferenciais de ordem mais alta podem ser reduzidas a equações de 
primeira ordem por substituição. 


EXEMPLO 4 


Resolva 

Solução Faça u 


r = 2*oo 2 . 

>•'; então, du/dx = y"ea equação' se torna separável. Temos, 

£ = 2*,’ ou ^ = Ixdx 
dx „ 2 


fu 2 du =f Ixdx 
-li " 1 = * 2 + c?. 

A constante de integração é escrita como c 2 por conveniência. A razão ficará óbvia nas próximas 
etapas. Como u~ 1 = I />•', segue-se que 


dy 1 . dx 

j = “õ õ ° u «y = — t í 

^ X“ + c 2 x 2 + cf 


í d y = ~l 


d 

x 2 * ~ 2 


+ c 


1 


1 -I X 

c 2 = - — lg — 
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2.7 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão na página 444. 

Nos Problemas 1-26, resolva a equação diferencial dada usando uma substituição apropriada. 


2 v dy . 2 v In x 

1. xe • -f- + e y = 

dx x 

2. / + y ln >• = >•/ 

3. y dx + (1 + ye x ) dy = 0 

4. (2 + e~' /y )dx + 2| 1 - - Wy 

5. * - iy = 2xV"‘ 
dx x' 

V. / 

6. ^ + x + y+ 1 = <jr + y)V J 
dx 

7. 2 y/ + x 2 +y 2 + x = 0 

8. / = > + x(>' + 1) J + 1 

9. 2* esc 2> -^ = 2* - !n(tg y) 

10. x 2 Q + 2xy = x 4 y 2 + 1 
dx 

11. x 4 >V + *V = 2x 3 - 3 

12. jutV - 2e r = x 2 

13. / + 1 = A* f ' v) sen x 

14. sen y senh x dx + cosycoshxdy 

15. y -p + 2xlnx * xe^ 

’ dy 

16. xseny^- + cosv = -xV 
dx 

17. y" + (y') 2 +1=0 

18 + *(/) 2 

19. xf » / + OO 3 

20 . x 2 y" + o-') 2 = o 

21. x/ - xy" - (y") 3 = 1 

22. y - 1 + O-') 2 

23. xy" - / = 0 

24. y" + (tgx)/ = 0 

25. y" + 2y(y') 3 = 0 

26. y V = / 


dudv _ dt± 
dy dx dy ' J 

27. No cálculo, a curvatura de uma curva de equação >• = fix) é definida pelo número 

K = £ 

u + oo 2 i J/2 

Determine uma função para a qual K = l. [Sugestão: Por simplicidade, ignore constantes dc 
integração. Também considere uma substituição trigonométrica. | 


[ 


Sugestão : Faça u = / para que y" = 

dx 
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[0] 2.8 MÉTODO DE PICARD 

O problema de valor inicial 

/ = A x - y)- y(*o) = )o. (D 

considerado na Seção 2. 1 pode ser escrito de outra maneira. Seja f uma função contínua em uma 
região que contém o ponto (.q>. y 0 ). Integrando ambos os lados da equação diferencial em 
relação a x , obtemos 

y(x) = c + j fil. >•(/)) dl. 

Agora. y(xo) = c + J fit. y(l))dl = c 

«o 

implica c = >i). Logo. 

y(x) = >-o + J* At. y(t))dt. (2) 

*6 

Reciprocamcntc, se começarmos com (2), podemos obter (1). Em outras palavras, a equação 
integral (2) e o problema dc valor inicial ( I ) são equivalentes. Tentaremos agora resolver (2) por 
um método de aproximações sucessivas. 

Seja yoC*) uma função contínua arbitrária. Como j{x, >*o(*)) é uma função conhecida, 
dependendo apenas dc x , ela pode ser integrada. Com y(f) no lugar de yo(/), o lado direito dc (2) 
define uma outra função, que escrevemos como 

>i(*> = >o + í /('. y<A‘))dt. 

<0 

Espera-se que esta nova função esteja mais próxima da solução. Quando repetimos o procedi- 
mento, uma outra função é definida por 

>A X ) = yo + J A'- y\(t))di. 

* 0 

Dessa maneira, obtemos uma sequência de funções, yj(x), y^fx), yi(x). ... cujo n-ésimo termo é 
definido pela relação 

*«(*) = Jo + J y n -\(t))dt, n = 1, 2, 3,... (3) 

*0 

Na aplicação de (3), é uma prática comum escolher >’o(*) = yo como função inicial. O uso 
repetitivo da fórmula (3) é conhecido como método iterativo de Picard. 
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EXEMPLO 1 


Considere o problema 


/ = >•-!, y(0) = 2 . 


Use o método de Picard para encontrar as aproximações y j, y 2 , >* 4 . 

Solução Sc identificarmos xq = 0. y^x) = 2 e/(/. >■„ _ |(/)) = >*„ - i(/) - I, a equação (3) 
toma-se 


y„(x) = 2 + J Q - i (0 - 1 )dt. « = 1 . 2 . 3. ... 


Integrando esta ültima expressão, temos 


>’i(*) 



I x dl = 2 + x 
% 




= 2 + J o (1 +/)<// = 2 + x + 


£_ 

2 


yj(x) = 2 + 


j:( 


1+í + yW 


x 2 x 3 

= 2 + í + -r + 

2 2x3 


M*) = 2 + 


Jo ( lt,t T*rh)' i ' 

X 2 X 3 X 4 

2 + X + + — + 

2 2x3 2x3x4 


Por indução, pode-se mostrar que o n-ésimo termo da seqüência de funções é 

2 2 n ^ k 

y n (x) = 2 + x + |y + |y + ... + 

* = 0 

Desta última forma, vemos que o limite de >*„(x) quando n — » 00 é y(x) = 1 + e*. Surpreenden- 
temente, verificamos que a função é uma solução exata do problema de valor inicial dado. 

Você não deve se deixar enganar pela relativa facilidade com que as iterações foram 
obtidas neste exemplo. Em geral, a iteração envolvida no processo de gerar cada y n (x) pode 
facilmente se tornar muito complicada. Também não é sempre aparente que a seqüência 
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{>»„(*) } converge para uma simples c explicita função. Porém é necessário perguntar: o método 
de Picard é um meio prático de resolver uma equação de primeira ordem >•' = J[x, v) sujeita 
a )ÍXq) - >’o? Na maioria dos casos, a resposta é não. Devemos perguntar ainda, com o espírito 
de um cientista ou engenheiro: para que serve este método? A resposta não é de todo favorável: 
o método de iteração de Picard é uma ferramenta teórica usada em considerações de existência e 
unicidade de soluções para equações diferenciais. Sob certas condições em f[x, y), pode-se 
mostrar que. quando /i -» «, a sequência {}•,,(-*) } definida por (3) converge para uma função 
v(x) que satisfaz a equação integral (2) e portanto o problema de valor inicial ( 1 ). Na verdade, o 
método de aproximações sucessivas de Picard é que é usado na prova do teorema de Picard na 
Seção 2.1. Porém, a prova do Teorema 2.1 usa conceitos avançados de cálculo e não será 
apresentada aqui. Nosso propósito ao introduzir esse tópico é dar uma idéia do potencial do 
procedimento c obter pelo menos uma leve familiaridade com uma técnica iterativa. No Capítulo 
9. consideraremos outros métodos de soluções aproximadas para equações diferenciais que 
também utilizam iteração. 


2.8 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 444. 

Nos Problemas 1-6, use o método de Picard para encontrar y\, yi % yj, y 4 . Determine o limite da scqüencia 


(v„(.v) ) quando n -> ■». 



1. y‘ = -y. y(0) = i 

2. 

/ = * + y. ><0) = i 

3. / = Zxy. y(0) = 1 

4. 

/ + 2xy = x, y(0) = 0 

5. / + y 2 = 0. y<0) = 0 

6. 

y =2e‘ - y. y(0) = 1 


7. (a) Use o método de Picard para encontrar > i. yi, y* do problema 

/ = 1 + .V 2 . ><0) = 0 

(b) Resolva o problema de valor inicial da parte (a) por um dos métodos deste capítulo. 

(c) Compare os resultados da parte (a) e (b). 

8. No método de Picard, a escolha inicial yuCO = vo não é necessária. Refaça o Problema 3 com (a) 
yoCO = k uma constante e k * 1. e (b) yo(t) = x. 


Capítulo 2 REVISÃO 

Um problema de valor inicial consiste em encontrar uma solução para 

dy 

~f x = A*- y). y(*o) = >u. 
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em um intervalo / contendo xq. Sc J[x t y) e d f/d y são contínuas em uma região retangular do 
plano xy com (jqj, y«) cm seu interior, então é garantido que existe um intervalo cm tomo dc Xq 
no qual o problema apresenta uma única solução. 

O método dc solução para a equação diferencial de primeira ordem depende de uma 
classificação apropriada da equação. Nós resumimos cinco casos. 

Uma equação é separável se puder ser colocada na forma h(y) dy = g(x)dx. A 
solução decorre da integração de ambos os lados da equação. 

Sc M(x, y) e A/(.t, >•) são funções homogêneas dc mesmo grau, então M(x , y)dx 
+ N(x, y)dy = 0 pode ser transformada em uma equação separável através da substituição 
y = ux ou x = vy. A escolha da substituição depende da simplicidade de cada coeficiente. 

A equação diferencial M(x % y)dx + N(x , y)dy = 0 será exata se a forma 
M(x . y)dx + N(x, y)dy for uma diferencial exata. Quando M(x % y) c N(x . y) são contínuas e 
possuem derivadas parciais contínuas, d M/d y = d N/d x c uma condição necessária e sufi- 
ciente para que M(x, y)dx + N(x . y)dy seja exata. Isso significa que existe alguma função 
fix , y) tal que M(x, y) = d f/d x e N(x , y) = d f/d y. O método de solução para uma equação 
exata começa pela integração dc uma dessas expressões. 

Se uma equação dc primeira ordem puder ser colocada na forma dy/dx + P(x)y =f[x), 
dizemos que ela é linear na variável y. Resolvemos a equação encontrando primeiro o fator de 

integração, multiplicando ambos os lados da equação por esse fator c depois inte- 

grando ambos os lados de 

4-lel = el «''‘‘'fix). 

ax 


Equação de Bernoulli é dy/dx + P(x)y = fix)y n , cm que n é qualquer número real. 
Quando n * 0 e n * 1, a equação de Bernoulli pode ser transformada em uma equação linear 
através da substituição w = >•' ~ n . 


Em certas circunstâncias, uma equação diferencial pode ser reduzida a uma forma 
familiar através de uma substituição apropriada, ou mudança, de variável. Claro que já 
sabemos que esse é o procedimento para resolver uma equação homogênea ou de Bernoulli. Em 
um contexto geral, nenhuma regra de substituição pode ser dada. 


Convertendo um problema de valor inicial em uma equação integral equivalente, o 
método de iteração de Picard é uma maneira de obter uma aproximação da solução para o 
problema. 
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Capítulo 2 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 444 e 445. 

Resolva os Problemas 1-4 sem consultar o texto. Complete o espaço cm branco ou responda ver- 

dadciro/falso. 

1. A equação diferencial y = 1/(25 - x 2 - y 2 ) possui uma única solução passando pelo ponto 

(xo. >o) na(s) rcgiào(õcs) definida(s) por . 

2. O problema de valor inicial xy = 3 y, y(0) = 0. possui a solução >• = x K c . 

3. O problema de valor inicial / = y W2 , y(0) = 0, não possui solução, pois d f/d y é descontínua nos 

pontos da reta y = 0 . 

4. Existe um intervalo centrado em 2 no qual a única solução para o problema de valor inicial 

/ = (y - l)\>(2) = l.éy = 1 

5. Sem resolver, classifique cada uma das seguintes equações como: separável, homogênea, exata, 
linear, Bcrnoulli, Ricalli ou Clairaut. 


<“>? = — 
dx y - x 



idi *■.(.- ,) 

<«>£=4^ 

dx X 2 + x 

(0 * = 4 + Sy + y 2 

(g ) ydx = (y - xy 2 ) dy 

(h) - x 

dx 

(i) xyy + y 2 = 2x 

<j) Ixyy- + y 2 = lr 2 

(k) ydx + xdy = 0 

(!) í* 2 + ^U=(3 

(ra) ÉL = í + 2 + , 

dx y x 

V / 

«A**. 1 »'*/. 

x 2 dx 

(o) y = xy' + (/ “ 3) 2 

(p) ✓ + 5y 2 = 3x 4 - 


6. Resolva (y 2 + 1 )dx = y sec 2 r dy. 


7. Resolva sujeito a y(l) 


= I. 


8. Resolva y(ln x - lny)<£r = (xlnx - *lny - y)dy. 

/ 

9. Resolva xyy' = 3 y 2 + x 2 sujeito a y(- l) = 2. 
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10. Resolva (6 a* + 1)/^ + 3* 2 + 2 y 3 = 0. 

11. Resolva ye xy -j- + xe K> = I2y 2 sujeito a y(0) = - 1. 

dy 

12. Resolva xdy + (xy + y - x 2 - 2x)dx = 0. 

13. Resolva (x 2 + 4)^ = 2r - 8xy sujeilo a ><0) = - I. 

14. Resolva ( 2x + >•)/ = l. 

15. Resolva + 4v - x V sujeilo a y(i) = 1. 

16. Resolva-*/ + y»(/+ l) 2 sujeito a y(0) = 0. 

Nos Problemas 17 e 18. resolva a equação diferencial dada por meio de uma substituição. 

17. ^ + xy i sec = 0 

(IX y* 

18. y" = * - / 

19. Use o método de Picard para encontrar aproximações yi c >-2 para / = x 1 + y 2 . >*(0) = I. 

20. Resolva / + 2 y = 4. /0) = 3 por um dos métodos usuais. Resolva o mesmo problema pelo método 
de Picard e compare os resultados. 



Capítulo 



APLICAÇÕES DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
DE PRIMEIRA ORDEM 


3.1 Trajetórias Ortogonais 

3.2 Aplicações de Equações Lineares 


3.3 Aplicações de Equações 
Não-lineares 

Capítulo 3 Revisão 

Capítulo 3 Exercícios de Revisão 

Ensaio : Dinâmica Populacional 


Conceitos Importantes 

Trajetórias ortogonais 
Crescimento e decrescimento 
exponenciais 
Meia-vida 

Cronologia do carbono 
Termo transitório 
Termo estacionário 
Equação logística 
Reações químicas 
Velocidade de escape 


N a Seção 1 .2. vimos que uma equação diferencial usada 
para descrever o comportamento de alguns sistemas 
reais, sejam físicos, sociológicos ou mesmo econômicos, 
é chamada de modelo matemático. Modelos matemáticos 
para fenômenos como decrescimento radioativo, cresci- 
mento populacional, reações químicas, resfriamento de 
corpos, velocidade de um corpo em queda, taxa de me- 
morização ou corrente em um circuito em série são fre- 
quentemente equações diferenciais de primeira ordem. 

Neste capítulo, preocupamo-nos com a resolução 
para algumas equações diferenciais lineares e não-lineares 
que aparecem frequentemente nas aplicações. 
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3. 1 TRAJETÓRIAS ORTOGONAIS 

Equação Diferencial de uma Família de Curvas 

No final da Seção I . I expressamos a expectativa, ou melhor, a esperança de que uma diferencial 
ordinária de n-é sima ordem levasse a uma família a «-parâmetros de soluções. Por outro lado, 
suponha que invertamos o problema: Começando com uma família a «-parâmetros de curvas, 
será que podemos encontrar uma equação diferencial de n-ésima ordem associada a essa família? 
Na maioria das vezes a resposta é sim. 

Na discussão que segue, estamos interessados em encontrar a equação diferencial 
dy/dx = f(x , y) de uma família a «-parâmetros de curvas. 

EXEMPLO 1 

Encontre a equação diferencial da família 

)• = C|X 3 . 

Solução Derivando, temos 

* = 3c '* 2 - 

Podemos eliminar o parâmetro c\ da equação usando c\ = .y/x 3 obtido da primeira equação: 

- í-»í- 

Curvas Ortogonais 

Lembre-se, do nosso estudo de geometria analítica, de que duas retas L\ e Lq. não paralelas aos 
eixos coordenados são perpendiculares se, e somente se. seus respectivos coeficientes angulares 
satisfizerem a relação, m\nt 2 = - 1. Por essa razão, os gráficos de y = (-l/2)x + I e 
y = 2a + 4 são obviamente perpendiculares. Duas curvas c são ortogonais cm um ponto 
se, e somente se, suas retas tangentes T\ e 7*2 forem perpendiculares no ponto de interseção. Veja 
a Figura 3.1. Exceto no caso em que T\ c T 2 são paralelas aos eixos coordenados, isso significa 
que os coeficientes angulares das tangentes são negativos inversos um do outro. 

EXEMPLO 2 

Mostre que as curvas % e % definidas por, y = x 3 e a 2 + 3y 2 = 4 são ortogonais no(s) 
ponto(s) de interseção. 
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Solução Na Figura 3.2, vemos que os pontos de interseção dos gráficos são ( I , I ) e (- 1, - 1). 
Agora, a inclinação da reta tangente a >’ = x 3 em qualquer ponto é dy/dx = 3a". Logo, 

ÈL = *1 = -x 

dx dx 

X = I X = - I 


Usamos derivação implícita para obter dy/dx na segunda curva: 

2x + 6y& = 0 ou ^ 

dx dx 3y 


e portanto 


& 

dx 


O. D 


Então, em (l, 1) e em (- I, - I). lemos 


d£ 

dx 





É fácil mostrar que qualquer curva % da família y = cjx 3 , c\ * 0 é ortogonal a cada 
curva #„da família x 2 + 3 y 2 = C 2 , Q > 0. Feio Exemplo I, sabemos que a equação diferencial 
da primeira família é 



Derivação implícita de x 2 + 3 y 2 = C 2 conduz exatamente à mesma equação diferencial de 
x 2 + 3 y 2 = 4 no Exemplo 2, ou seja. 


dx 3 y 


Logo, no ponto (x, y) em cada curva. 






Figura 3.1 


Figura 3.2 
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Como as inclinações das relas tangentes são negativas inversas, as curvas #,e #,se interceptam 
ortogonal mente. 

Esta discussão leva à seguinte definição. 

DEFINIÇÃO 3.1 Trajetórias Ortogonais 

Quando iodas as curvas de uma família G(x, \\ q) = 0 interceptam ortogonalmente todas as curvas 
de outra família //(x, y, c 2 ) = 0. então dizemos que as famílias são trajetórias ortogonais uma da 
outra. 

Em outras palavras, uma trajetória ortogonal é uma curva que intercepta toda a curva de uma 
família em ângulo reto. 

EXEMPLO 3 

(a) O gráfico de y = (- l/2)x + I é uma trajetória ortogonal de y = 2v + c\. As famílias 
y = (-1/2) x + C 2 e y = 2x + c\ são trajetórias ortogonais. 

(b) O gráfico dc y = 4a 3 é uma trajetória ortogonal de x 2 + 3 y 2 = c 2 . As famílias y = c jx 3 c 
x 2 + 3 y 2 = c *2 são trajetórias ortogonais. 

(c) A Figura 3.3 mostra a família de retas y = cjx e a família x 2 + y 2 = ct dc círculos 

concêntricos. Essas famílias são trajetórias ortogonais. ■ 

Trajetórias ortogonais ocorrem naturalmentc na construção de mapas meteorológicos 
c no estudo de eletricidade e magnetismo. Por exemplo, em um campo elétrico em volta de dois 
corpos de cargas opostas, as linhas de força são perpendiculares às curvas eqüipotenciais (isto é, 
curvas ao longo das quais o potencial é constante.) As linhas de força estão indicadas na Figura 
3.4 por linhas pontilhadas. 



Figura 3.3 Figura 3.4 
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Método Geral 

Para encontrar as trajetórias ortogonais de uma dada família de curvas, primeiro encontramos a 
equação diferencial 

fx =ÂX ' y) 

que descreve a família. A equação diferencial da família ortogonal é então 

& = ^i_ 

*x Âx, y)‘ 


EXEMPLO 4 


Encontre as trajetórias ortogonais da família de hipérboles. 


> , = 7 


Solução A derivada de y = c\/x é 


*L = Z£l. 


dx 


Trocando c\ por c\ = xy temos a equação diferencial da família dada: 

& = _z. 

dx X 

A equação diferencial da família ortogonal é portanto 


d£ 


-1 


à* (-y/x) y 

Resolvemos esta última equação por separação de variáveis: 

ydy = xdx 

í yày = J xdx 


x 2 , 2 2 

2 = y + c 2 ou y - * = c 2* 


em que substituímos 2 q por C2- Vemos que esta solução representa uma outra família de 
hipérboles. O gráfico de ambas, para vários valores de c\ e C2, está representado na Figura 
3.5. ■ 
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EXEMPLO 5 

Encontre as trajetórias ortogonais de 



1 + x' 


Solução Pela regra do quociente, calculamos 


^ = — £• ou & = 

dx (| + x) 2 dx x(l + jc) 

pois cj =>•(!= x)/x. A equação diferencial das trajetórias ortogonais é portanto 

dx _ *0 + x ) 

dx y 

Novamente, por separação de variáveis, temos: 

ydy = -x(l + x)dx 

j ydy = - I (x + x 2 )dx 



ou 3 y 2 + 3>x 2 + 2x 3 = c 2 . 


Curvas em Coordenadas Polares 

Vimos no cálculo que, para um gráfico de uma equação polar r = /(0), 

dO 

r d? = ‘ 8 * 

em que rp é o ângulo positivo anti-horário entre a reta radial e a reta tangente. Veja a Figura 3.6. 
Deixamos como exercício mostrar que duas curvas polares r = f[(6) er = f 2 (0) sãq ortogonais 
em um ponto de interseção se, e somente se, 

(tgVl )*,(*£ V>2)v t = -i. 


(D 
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Veja o Problema 42. 



Figura 3.6 


polar 


EXEMPLO 6 

Encontre as trajetórias ortogonais de 

r = cj(l - sen0). 

Solução Para a curva dada. podemos escrever 

dr — r cos 0 

~m = -*1 cos6 = T Z 

dff [ - sen 0 


dO 


1 - sen0 


assim 


«gVi- 


dr cos 0 

Logo, por (I), a equação diferencial das trajetórias ortogonais é 


dr 


COS0 


1 - sen0 


= »g^2- 


Separando as variáveis, obtemos 

dr _ 
r 


1 “ sen 0 

"cosfl - dO = (seco - Ig0)d0 


assim 


Portanto, 


Inlri = Inlscc 0 + tg 01 + Inlcos 01 + ln c 2 
= lnlc 2 (l + sen 0)1. 
r = C 2 U + sen0). 


3.1 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 445 e 446. 

Nos Problemas 1-26, encontre as trajetórias ortogonais da família de curvas dada. 
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1. >’ = cix 


3. y = ci. x“ 

5. c\x~ + y 2 = I 


7. y = c\c 
9. y“ = a* 




2. 3x + 4v = c i 
4. y = (x - fi) 2 
6. 2x* + y 2 = cl 
8. v = í c,í 

w 

10. v“ = c\x b , a c b constantes 


11. > 


1 + c\x 
13. 2x 2 + y 2 = 4cix 
15. y 3 + 3 x 2 y = ci 


12. y as 


1 + C|X 


17. y 


C| 


l - ei* 

14. x 2 + y 2 = 2cix 
16. y 2 - x 2 - c,x 3 

1 


I + X" 

19. 4y + x 2 + 1 + ci<*‘ 

l 


18. y 


C| + x 


21. y 


In cix 


20. y = -x - I + ci e x 


22. y = ln(tgx + ci) 


23. senhy = cix 24. y = ci senx 

25. x |/3 + y ,/3 = ci 26. x d + y a = ci. a * 2 

27. Encontre as curvas das trajetórias ortogonais de x + y = c\e y que passam por (0. 5). 

28. Encontre as curvas das trajetórias ortogonais de 3xy 2 = 2 + 3cjx que passam por (0. 10). 
Nos Problemas 29-34, encontre as trajetórias ortogonais das curvas dadas. 

29. r = 2ci cos0 30. r = ci(l + cos0) 


31. r 11 = c\ sen 20 


33. r = ci sec 6 


32. r = - 


ci 


1 + cos0 


34. r = c\e 


35. Uma família dc curvas que intercepta uma dada família de curvas com um ângulo específico 
constante a * n/2 é chamada de família isogonal. As duas famílias são chamadas de trajetórias 
isogonais uma da outra. Se dy/dx = J[x, y) é a equação diferencial da família dada. mostre que a 
equação diferencial da família isogonal é 
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Nos Problemas 36-38. use os resultados do Problema 35 para encontrar a família isogonal que intercepta a 
família a um parâmetro y = C|X, com o ângulo dado. 

36. a = 45° 37. a = 60° 38. a = 30° 

Uma família de curvas pode ser auto-ortogonal uma vez que um membro das trajetórias ortogonais 6 
também um membro da família original. Nos Problemas 39 c 40, mostre que a família de curvas é 
auto-ortogonal. 

39. parábolas y 2 = ci(2x + ci) 

- , x 2 v 2 

40. cônicas confocais + = l 

C| + I ci 

41. Verifique que as trajetórias ortogonais da família de curvas dada pelas equações paramétricas, 
.t = c\e‘ cos t,y = cie' sen f são 

x = C 2 c‘ / cosr, >• = cre ^scnr. 

[Sugestão: dy/dx = {dy/d l )/{dx/ d / ) . ) 

42. Mostre que duas curvas polares r = f\{0) e r = f>{0) são ortogonais em um ponto de interseção sc, c 
somente se, 

('Stife/lSMr, * -!• 


3.2 APLICAÇÕES DE EQUAÇÕES LINEARES 

Crescimento e Decrescimento 

O problema de valor inicial 

~ = x(t Q ) = xq, (1) 

cm que k é uma constante de proporcionalidade, ocorre em muitas teorias físicas envolvendo 
crescimento ou decrescimento. For exemplo, cm biologia, é frequentemente observado que a 
taxa de crescimento de certas bactérias é proporcional ao número de bactérias presentes no dado 
instante. Durante um curto intervalo de tempo, a população de pequenos animais, tais como 
roedores, pode ser prevista com alto grau de precisão pela solução para (1). Em física, um 
problema de valor inicial como (1) proporciona um modelo para o cálculo aproximado da 
quantidade remanescente de uma substância que está sendo desintegrada através de radioativi- 
dade. A equação diferencial em (1) pode ainda determinar a temperatura de um corpo em 
resfriamento. Em química, a quantidade remanescente de uma substância durante certas reações 
também pode ser descrita por ( 1 ). 

A constante de proporcionalidade k em (1) é positiva ou negativa e pode ser determi- 
nada pela solução para o problema usando um valor subseqüente de x em um instante t j > % 
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EXEMPLO 1 

Em uma cultura, há inicialmente Nq bactérias. Uma hora depois, / = I, o número de bactérias 
passa a ser (3/2)Nq. Se a taxa de crescimento é proporcional ao número de bactérias presentes, 
determine o tempo necessário para que o número de bactérias triplique. 

Solução Primeiro, resolvemos a equação diferenciai 

sujeita a A/( 0) = Nq. Então, usamos a condição empírica N{\) = (3/2)A^> para determinar a 
constante de proporcionalidade k. 

Agora. (2) é separável e linear. Quando colocada na forma 

f- W -o. 

vemos, por inspeção, que o fator de integração é e kl . Multiplicando ambos os lados da equação 
por esse termo, obtemos imediatamente 

4 \e- b N\ = 0. 


Integrando ambos os lados dessa última equação, temos 

e~ kl N = c ou N(i) = ce kl . 

Em t = 0, concluímos que A/q = ce° = c; assim, N(t) = Nye kt . Em t = 1, temos 

= Noe k ou * k = \' 

logo, k = ln(3/2) = 0,4055 com quatro casas decimais. A expressão para N(t) é portanto 

N(i) = V' 4055 '. 

Para encontrar o tempo necessário para que o número de bactérias seja triplicado, 
resolvemos 

3 N 0 = A/qí 0 ' 4055 '. 


Segue-se dessa equação que 0,4055/ = In 3 e daí 


' = õíSõk = 2 ’ 7,hora ^ 


Veja a Figura 3.7. 


Nota Podemos escrever a função N(t) obtida no Exemplo I em uma forma alternativa. Pela lei 
dos expoentes. 
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m = = N 0 

pois e k = 3/2. Essa última solução proporciona um método conveniente de calcular N(t) para 
valores inteiros pequenos de /. Ela também mostra claramente a influência da observação 
experimental subscqüente em / = 1 na solução durante todo o tempo. Notamos também que o 
número atual de bactérias presentes no instante / = 0 não afeta o tempo de triplicação. 

Como mostrado na Figura 3.8, a função exponencial e kt cresce com o tempo 
quando k > 0, c decresce quando k < 0. Logo, problemas que descrevem crescimentos, como 
população, bactéria ou mesmo capital, são caracterizados por um valor positivo de k’ % por outro 
lado, problemas envolvendo decrescimento, como desintegração radioativa, conduzem a um 
valor negativo de k. 




I — — » 
/ = 2.71 



Figura 3.7 


Figura 3.8 



Qualquer fenômeno que tenha como 
modelo a equação diferencial 
dx/dt = kx possui crescimento 
(k > 0) ou decrescimento ( k < 0) 
exponencial. O crescimento da 
população P de bactérias, insetos ou 
mesmo de seres humanos pode ser 
previsto durante pequenos períodos 
de tempo pela solução exponencial 
P(t) = ce kt . O estudo de substâncias 
que se desintegram pela 
radioatividade levou à descoberta da 
cronologia do carbono, que é um 
meio de datar fósseis ou mesmo uma 
múmia. Veja também o ensaio no 
final do Capitulo 3. 
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Meia-Vida 

Em física, meia-vida é uma medida de estabilidade de uma substância radioativa. A meia-vida é 
simplesmente o tempo gasto para metade dos átomos de uma quantidade inicial Aq se desintegrar 
ou se transmutar em átomos de outro elemento. Quanto maior a meia-vida de uma substância, 
mais estável ela é. Por exemplo, a meia-vida do ultra-radioativo rádio, Ra-226, é cerca de 1700 
anos. Em 1700 anos, metade de uma dada quantidade de Ra-226 é transmutada em radônio, 
Rn-222. O isótopo de urânio mais comum, U-238, tem uma meia-vida de aproximadamente 
4.500.000.000 de anos. Nesse tempo, metade de uma quantidade de U-238 é transmutada cm 
chumbo, Pb-206. 


EXEMPLO 2 


Um reator converte urânio 238 em isótopo de plutônio 239. Após 15 anos, foi detectado que 
0,043% da quantidade inicial Aq dc plutônio se desintegrou. Encontre a meia-vida desse isótopo, 
se a taxa de desintegração é proporcional à quantidade remanescente. 

Solução Denote por A(/) a quantidade de plutônio remanescente no instante t. Como no 
Exemplo 1, a solução para o problema de valor inicial 

^7 = kA. A(0) = Ao. 

é A(t ) = Age*. 

Sc 0,043% dos átomos de Aq se desintegrou, então 99,957% da substância permaneceu. Para 
calcular *, usamos 0,99957Ao = A(15); isto é, 

0,99957/4 0 = Age'*. 

Resolvendo, 15A: = ln (0,99957), ou 


ln(0,99957) 
* " 15 


= - 0,00002867. 


Logo, 


- Â 0.00002867 / 


A(0 = A* 


Agora, a meia-vida é o tempo / no qual A(r) = Ao/2. Calculando o valor de / nessa equação, 
temos 

^ + Aoe- 000002867 ' ou 1= e ~ 0 00002867/ 


-0,00002867/ = 

= ln 2 
1 0,00002867 


= ln(i)=‘ ,n 


24, 180 anos. 
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Cronologia do Carbono 

Por volta de 1950. o químico Willard Libby inventou um método para determinar a idade de 
fósseis usando o carbono radioativo. A teoria da cronologia do carbono se baseia no fato de que 
o isótopo do carbono 14 é produzido na atmosfera pela ação de radiações cósmicas no ni- 
trogênio. A razão entre a quantidade de C-14 para carbono ordinário na atmosfera parece ser 
uma constante c, como consequência, a proporção da quantidade de isótopo presente em todos 
os organismos vivos é a mesma proporção da quantidade na atmosfera. Quando um organismo 
morre, a absorção de C-14, através da respiração ou alimentação, cessa. Logo, comparando a 
quantidade proporcional de C-14 presente, digamos, em um fóssil com a razão constante 
encontrada na atmosfera, é possível obter uma razoável estimativa da idade do fóssil. O método 
se baseia no conhecimento da meia-vida do carbono radioativo C-14, cerca de 5.600 anos. Por 
esse trabalho. Libby ganhou o Prêmio Nobel de química em 1960. O método de Libby tem sido 
usado para datar mobílias de madeira nos túmulos egípcios c os pergaminhos do Mar Morto. 


EXEMPLO 3 


Um osso fossilizado contém 1/1.000 da quantidade original do C-14. Determine a idade do 
fóssil. 

Solução O ponto de início é novamente A(r ) = A& kl . Para determinar o valor de k , usamos o 
fato de que Aq/ 2 = A(5.600), ou Aç/2=Aoe* ( * 30k . Temos então 


5.60» 


,n [i ] = -,n2 
4 - -sá - 

Logo. A(/) = /loe- 0 • 00( " 2378, . 

Quando A (í) = Aq/ 1000. temos 

*0 = A^èé" 0 - 00012378 / 


42378. 


1.000 


assim 


0,00012378/ = In 


1.000 


= - ln 1 




/ = 


ln 1.000 
0.00012378 


55.800 anos. 


O resultado do Exemplo 3 está no limite de precisão deste método. A técnica do 
carbono 14 é limitada a meia-vidas do isótopo, ou seja, cerca de 50.000 anos. Uma razão é que 
a análise química necessária para obter uma medida acurada do C-14 remanescente se toma 
muito sofisticada além do ponto Aq/ 1.000. Também, essa análise exige a destruição dc uma 
grande quantidade de amostra do espécimen. Se essa medida fosse feita indiretamente, baseada 
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na radioatividade real do espécimen, seria muito difícil distinguir a radiação do fóssil e da 
radiação normal de fundo. Atualmente, o uso de um acelerador de partículas tem possibilitado 
aos cientistas separar o C-14 do estável C-12 diretamente. Calculando o valor preciso da razão 
de C-14 e C-12, a precisão desse método pode ser estendida a 70.000- 1 00.000 anos. Outras 
técnicas isotópicas. como potássio 40 e argônio 40. podem fornecer datas de vários milhões de 
anos. Métodos não-isotópicos, baseados no uso de aminoácidos, algumas vezes também são 
possíveis. 

Resfriamento 

A lei de resfriamento de Newton diz que a taxa de variação de temperatura 7(f) de um corpo cm 
resfriamento é proporcional à diferença entre a temperatura do corpo e a temperatura constante 
7 m do meio ambiente, isto é. 

^ = *(r - r m ). O) 

cm que k é uma constante de proporcionalidade. 


EXEMPLO 4 

Quando um bolo é retirado do forno, sua temperatura é de 300°F. Três minutos depois, sua 
temperatura passa para 200°F. Quanto tempo levará para sua temperatura chegar a 70 graus, sc a 
temperatura do meio ambiente em que ele foi colocado for de exatamente 70°F? 

Solução Em (3), fazemos a identificação T m = 70. Devemos então resolver o problema de 
valor inicial 

% = - 70 >- *W> = 30 °- < 4 » 

e determinar o valor de k para que 7(3) = 200. 

A equação (4) é linear c separável. Separando as variáveis, temos 


7-70 


= kdt 


Inl7 - 701 = kl + c, 
7 - 70 = c 2 e k ‘ 


7 = 70 + c 2 e kl . 

Quando t = 0, 7 = 300, assim 300 = 70 + c 2 e c 2 = 230. Logo, 7 = 70 + 230 e kt . 
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De 7(3) = 200, encontramos 

§ OU k = |lni| = -O.I90ia 

Então, 7X0 = 70 + 230e -019018 '. (5) 

Notamos que (5) nào fornece nenhuma solução finita para T(t) = 70 pois lim/ — » oo 7(0 = 70. 
Intuitivamentc, esperamos que o bolo atinja a temperatura de seu meio ambiente após um longo 
período de tempo. O que é um longo período de tempo? Claro que não devemos ficar pertur- 
bados com o fato de o modelo (4) não ser tão fiel à nossa intuição física. As partes (a) e (b) da 
Figura 3.9 mostram claramente que o bolo estará aproximadamente cm sua temperatura 
ambiente de 70°F em cerca de meia hora. ■ 



T(t) 

t (minutos) 

75° 

20.1 

74° 

21.3 

73° 

22.8 

72° 

24.9 

71° 

28.6 

70.5° 

32.3 


(b> 


Figura 3.9 


Circuitos em Série 

Em um circuito em série contendo somente um resistor e um indutor, a segunda lei de Kirchhoff 
diz que a soma da queda de tensão no indutor (L(di/di)) e da queda de tensão no resistor (iR) é 
igual à voltagem (£(/)) no circuito. Veja a Figura 3.10. 

Logo, obtemos a equação diferencial linear para a corrente i(f), 

Lj; + Ri = £(/). (6) 

em que L e R são constantes conhecidas como a indutância e a resistência, respcctivamcnte. A 
corrente é algumas vezes chamada de resposta do sistema. 

A queda de potencial em um capacitor com capacitância C é dada por q(t)/C y em que 
qé a carga no capacitor. Então, para o circuito em série mostrado na Figura 3.1 1, a segunda lei 
de Kirchhoff nos dá 
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r* .v . 


— - - - 

R 

Circuito em Série L-R 

Figura 3.10 


Wv- 

* 




Circuito em Séne R-C 

Figura 3. 1 1 


Mas a corrente i e a carga q estão relacionadas por i = dq/dt. logo. (7) torna-se a 
equação diferencial linear 



+ » E<t). 



EXEMPLO 5 

Uma bateria de 12 volts é conectada a um circuito em série no qual a indutância é de 1/2 henry 
e a resistência. 10 ohms. Determine a corrente t se a corrente inicial é zero. 

Solução De (6). vemos que devemos resolver 

{j, * >« - 12 

sujeita a i(0) = 0. Primeiro, multiplicamos a equação diferencial por 2 e tiramos o fator dc 
integração e 2(k . Obtemos então 

j, k 20, n = 24,*» 




. = | + «- 20( . 


Agora. i(0) = 0 implica 0 = 6/5 + c. ou c = -6/5. Logo, a resposta é 

'(')=! -r 2 * 

Por (7) da Seção 2.5. podemos escrever uma solução geral para (6): 

iU) = J e ,R/LV E(l)dl + ce-« /L K 


( 9 ) 


Em particular, quando E{t) = Eq é uma constante, (9) toma-se 
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1(0 = ( 10 ) 

Note que, quando t — > », o segundo termo da equação (10) se aproxima de zero. Tal termo é 
usualmente chamado de termo transitório; qualquer termo remanescente faz parte do estado 
estacionário da solução. Neste caso, £y//? também é chamado de corrente estacionária. Após 
um longo período de tempo, a corrente no circuito é praticamente governada apenas pela lei de 
Ohm (E = iR). 

Problemas de Misturas 

Na mistura de dois fluidos, muitas vezes temos de lidar com equações diferenciais lineares de 
primeira ordem. No próximo exemplo, consideramos a mistura dc duas soluções salinas com 
diferentes concentrações. 


EXEMPLO 6 

Inicialmcnte, 50 gramas de sal são dissolvidos cm um tanque contendo 300 litros dc água. Uma 
solução salina é bombeada para dentro do tanque a uma taxa de 3 litros por minuto, c a solução 
bem misturada é então drenada na mesma taxa. Veja a Figura 3.12. Se a concentração da solução 
que entra é 2 gramas por litro, determine a quantidade dc sal no tanque em qualquer instante. 
Quantos gramas de sal estão presentes após 50 minutos? E depois de um longo tempo? 



Solução Seja A(f) a quantidade de sal (cm gramas ) no tanque no instante t. Para problemas 
desse tipo, a taxa dc variação de A(t) é dada por 


dA 

dt 


taxa de ^ 


f 

taxa de 

entradade sal 

J 


saída de sal 


= R\ - /?2- 


Agora, a taxa pela qual o sal entra no tanque é, em gramas por minuto. 


( 11 ) 


/?i = (31/min) x (2g/l) = 6 g/min, ) 

I 
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e a taxa pela qual o sal sai é 

/?2 = (3 l/min) x 
Com isso, a equação (II) toma-se 




A_ 

100 


l/min. 


a qual devemos resolver sujeita à condição A( 0) = 50. 

Como o fator de integração é podemos escrever (12) como 


assim 


4-W'™A\ = 6 í ' /io ° 
at 

e' /l00 /t = 600e' /lo ° + c 


( 12 ) 


A = 600 + ee ,/m . (13) 

Quando t = 0, A = 50, logo encontramos c = - 550. Finalmente, obtemos 

A(í) = 600 - 550e~ 1/100 . (14) 

• 

Em t = 50, encontramos, A(50) = 266,4 1 gramas. Também, quando / — » oo, podemos ver em 
(14) e na Figura 3. 13 que A -> 600. Claro que esperávamos isso; durante um longo período dc 
tempo, a quantidade de sal na solução deve ser 

(300 1)(2 g/l) = 600 g. ■ 

No Exemplo 6, supomos que a taxa na qual a solução entrava era a mesma taxa na qual 
a solução saía. Porém, isso pode não ser o caso; a solução salina pode ser drenada a uma taxa 
maior ou menor do que a taxa de bombeamento. A equação diferencial resultante nesta última 
situação é linear com um coeficiente variável. 


A = 600 



(a) 


t(minutos) 

Mg) 

50 

266.41 

100 

397.67 

150 

477.27 

200 

525.57 

300 

572.62 

400 

589.93 


(b) 


Figura 3.13 


500 t 
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EXEMPLO 7 

Sc a solução do Exemplo 6 for drenada a uma taxa dc 2 litros por minuto, então a solução se 
acumula a uma taxa dc 

(3 - 2) l/min = 1 l/min. 

Depois dc / minutos há 300 + t litros dc solução no tanque. A taxa na qual o sal é drenado é 
portanto 

s ’- < 2 , '”” i *(õõ<íVs 8/ '' 

A equação (I I) então toma-se 

dA , 2A dA . 2A 

___ = 6 OU — T" + = o. 

dt 300 + i dl 300 + t 
Encontrando o fator de integração c resolvendo a última equação, obtemos 

A(l) = 2(300 +'/) + c(300 + O* 2 - 

A condição inicial A(0) = 50 acarretar = -4,95 x 10 7 . assim 

A(r) = 2(300 + l) - (4,95 x 10 7) (300 + l)~ 2 . ■ 

Nota Considere a equação diferencial do Exemplo I que descreve o crescimento dc bactéria. 
A solução N(t) = Noe b4iÍ55í do problema de valor inicial dN/dt = kN % N(Iq) = No 5/ é eviden- 
temente uma função contínua. Mas, no exemplo, estamos falando sobre uma população de 
bactérias, e o bom senso dita que N toma apenas valores inteiros positivos. Ainda, a população 
não cresce necessariamente de maneira contínua, isto é, cada segundo, cada milésimo de 
segundo e assim por diante, como previsto pela função N(t) = Nçje 0,4055 r , devem existir inter- 
valos de tempo (/|. * 2 ! cm que não há crescimento algum. Talvez, então, o gráfico mostrado na 
Figura 3.14(a) seja uma descrição mais realista de N que o gráfico dado por uma função 
exponencial. O ponto é, em muitas circunstâncias, que um modelo matemático descreve um 
sistema apenas em termos aproximados. Freqüentcmente, é mais conveniente e acurado usar 
uma função contínua para descrever um fenômeno discreto. Porém, para alguns propósitos, 
estaremos satisfeitos se nosso modelo descrever o sistema acuradamente quando visto macro- 
scopicamente. como na Figura 3.14(b) e (c). em vez de microscopicamente. 


2 A 


300 + / 


g/rnin. 
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N' 

'■ 








Nr 

• i 


. 

9 ^ 

• 


/ 



t ê 

1-1 

1 p 



No - 







Í 1 1 ' 


1 

^ í 


(a) 



(b) 


(0 



Figura 3.14 


3.2 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão na página 446. 


1. Sabe-se que a população de uma certa comunidade cresce a uma laxa proporcional ao número de 
pessoas presentes cm qualquer instante. Se a população duplicou em 5 anos. quando ela triplicará? 
Quando quadruplicará? 



Suponha que a população da comunidade do Problema I seja 10.000 após 3 anos. Qual era a 
população inicial? Qual será a população cm 10 anos? 

A população de uma cidade cresce a uma taxa proporcional à população cm qualquer tempo. Sua 
população inicial dc SOO habitantes aumenta 15% em 10 anos. Qual será a população em 30 anos? 


4. A população de bactérias cm uma cultura cresce a uma taxa proporcional ao número dc bactérias 
presentes em qualquer tempo. Após 3 horas, observa-se que há 400 bactérias presentes. Após 10 
horas, existem 2000 bactérias presentes. Qual era o número inicial dc bactérias? 


5. O isótopo radioativo dc chumbo. Pb-209, decresce a uma taxa proporcional à quantidade presente cm 
qualquer tempo. Sua meia-vida é 3,3 horas. Se 1 grama de chumbo está presente inicialmcnte, quanto 
tempo levará para 90% de chumbo desaparecer? 

6. Inicialmcnte. havia 100 miligramas dc uma substância radioativa presente. Após 6 horas, a massa 
diminuiu 3%. Se a laxa dc decrescimento é proporcional à quantidade de substância presente em 
qualquer tempo, encontre a quantidade remanescente após 24 horas. 


7. Determine a meia-vida da substância radioativa descrita no Problema 6. 


8. Mostre que a meia-vida de uma substância radioativa no caso geral é 


('2 ~ 't)»n2 
ln {A\/A 2 ) 


em que A\ = A(/|)eA 2 = A(f 2 ), fj < í 2 . 
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9. Quando um raio de luz vertical passa através de uma substância transparente, a laxa na qual sua 
intensidade / decresce é proporcional a /(/). em que i representa a espessura do meio (em metros). No 
mar. a intensidade a 3 metros abaixo da superfície é 25% da intensidade inicial /o do raio incidente. 
Qual é a intensidade do raio a 15 metros abaixo da superfície? 

10. Quando a capitalização é feita de maneira contínua, a quantidade de dinheiro S aumenta a uma taxa 
proporcional à quantidade presente cm qualquer tempo: dS/Ji = r.S. em que réa taxa anual de juros 
(veja (26) da Seção 1 .2). 

(a) Encontre a quantidade de dinheiro acumulado no final de 5 anos. quando $5.000 são depositados 
em uma poupança com taxa anual de juros de 5.75% e capitalização contínua. 

(b) Em quantos anos a soma inicial depositada duplicará? 

(c) Use uma calculadora e compare o número obtido na parte (a) com o valor 

9 * 

5 = 5.000 

Esse valor representa a quantidade acumulada quando a capitalização é trimestral. 

11 . Em um pedaço de madeira queimada, ou carvão, vcrificou-se que 85,5% do C-14 tinha se desinte- 
grado. Use a informação do Exemplo 3 para determinar a idade aproximada da madeira. (Foi 
precisamente este dado que arqueologistas usaram para datar pinturas pré-históricas em uma caverna 
cm Lascaux, França.) 

12. Um termômetro é retirado de dentro de uma sala e colocado do lado de fora. em que a temperatura é 
de 5°C. Após I minuto, o termômetro marcava 20°C; após 5 minutos. 10°C. Qual a temperatura da 
sala? 

13 . Um termômetro é removido de uma sala. cm que a temperatura é de 70°F, e colocado do lado dc fora, 
em que a temperatura é dc I0*F. Após 0.5 minuto, o termômetro marcava 50 # F. Qual será a tempe- 
ratura marcada no termômetro no instante t = l minuto? Quanto tempo levará para o termômetro 
marcar 15°F? 

14. A fórmula (3) também é válida quando o corpo absorve calor do meio ambiente. Sc uma pequena 
barra de metal, cuja temperatura inicial c de 20°C, é colocada em um vasilhame de água em ebulição, 
quanto tempo levará para a temperatura da barra atingir 90°C se é falo conhecido que sua temperatura 
aumenta 2 o em I segundo? Quanto tempo levará para a temperatura da barra chegar a 98°C? 

15 . Uma força eletromatriz (fem) de 30 volts é aplicada a um circuito em série L-R no qual a indutância 
é de 0,5 henry e a resistência. 50 ohms. Encontre a corrente í(i) se i(0) = 0. Determine a corrente 
quando /—*<*>. 

16 . Resolva a equação (6) supondo E(t) = Eq sen wl e í(0) = ío. 

17 . Uma força eletromotiva de 100 volts é aplicada a um circuito R-C em série no qual a resistência é de 
200 ohms c a capacitância, 10” farad. Encontre a carga q(t) no capacitor se q{ 0) = 0. Encontre a 
corrente i(í). 

18 . Uma força eletromatriz (fem) de 200 volts é aplicada a um circuito R-C cm série no qual a resistência 
é 1000 ohms e a capacitância, 5 x 10" 6 farad. Encontre a carga q{t) no capacitor se f(0) = 0.4. 
Determine a carga quando /—»«>. 
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19. Uma força eletromatriz. 

\no. o,, ,20 

[0. I > 20 

é aplicada a um circuito L-R em série no qual a indutância é dc 20 henrys c a resistência. 2 ohms. 
Encontre a corrente i(i) se f(0) = 0. 

20. Suponha que um circuito R-C em serie tenha uma resistência variável. Se a resistência no instante / é 
dada por R = k\ + k 2 t, em que k\ > 0 e kz > 0 são constantes, então (8) torna-se 

(*, +*J/)^ + £«? = £(/). 


Mostre que. se E(/) = ?<0) = </ 0 . então 


q(t) =£qC+ (ty) - £qC) 


ki + * 2 / 


i/a 


21. Um tanque contém 200 litros de fluido no qual são dissolvidos 30 g dc sal. Uma solução salina contendo I 
g de sal por litro é então bombeada para dentro do tanque a uma taxa de 4 litros por minuto; a mistura é 
drenada à mesma taxa. Encontre a quantidade de gramas dc sal 4(0 no tanque em qualquer instante. 


22. Resolva o Problema 21 supondo bombeamento de água pura no tanque. 

23. Um tanque contém 500 litros de água pura. Uma solução salina contendo 2 g dc sal por litro é 
bombeada para dentro do ianque a uma taxa dc 5 litros por minuto. A mistura é drenada à mesma taxa. 
Encontre a quantidade dc gramas dc sal A(l) no tanque em qualquer instante. 


24. Resolva o Problema 23 supondo que a solução seja drenada a uma taxa dc 10 litros por minuto. 
Quando o tanque estará vazio? 

25. Um tanque está parcialmente cheio com 100 litros de fluido nos quais 10 g dc sal são dissolvidos. 
Uma solução salina contendo 0.5 g de sal por litro é bombeada para dentro do tanque a uma taxa de 6 
litros por minuto. A mistura é então drenada a uma taxa dc 4 litros por minuto. Descubra quantos 
gramas de sal haverá no tanque após 30 minutos. 

26. Uma bebida contendo 6% dc álcool por litro é bombeada em um tonel que inicialmente contém 400 
litros dc bebida com 3% de álcool. A taxa de bombeamento é de 3 litros por minuto, enquanto o 
líquido misturado é drenado a uma taxa de 4 litros por minuto. Encontre quantos litros de álcool A{t) 
há no tanque em qualquer instante. Qual é a porcentagem dc álcool no tanque após 60 minutos? 
Quando o tanque estará vazio? 


Aplicações Diversas 

27. A equação diferencial para a velocidade v de uma massa em queda m sujeita à resistência do ar 
proporcional à velocidade instantânea é 
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cm que k é uma constante de proporcionalidade positiva. 

(a) Resolva a equação sujeita à condição inicial p(0) = v (} . 

(b) Determine a velocidade limite, ou terminal, da massa. 

(c) Se a distância s está relacionada com a velocidade através da igualdade ds/dt = v, encontre uma 
expressão explícita para s, supondo que j(0) = Sq. 



Sob certas circunstâncias, um corpo movendo-se através do ar encontra uma resistência que é propor- 
cional à sua velocidade v. Em geral, a resistência do ar é diretamente proporcional a uma potência positiva 
da velocidade do corpo - quanto mais rapidamente o corpo se move. maior a resistência. Para corpos 
movendo-se em alta velocidade, tais como projéteis ou pára-quedistas em queda livre, a resistência do ar 
é freqüentemente tida como proporcional a tr. Veja também o Problema 8. página 1 34. 

28. A taxa na qual uma droga é disseminada na corrente sanguínea é dada pela equação diferencial cm 
que A e B são constantes positivas. A função X(t) descreve a concentração de droga na corrente 
sanguínea em relação ao tempo /. Encontre o valor limite de X quando / — » <*». Quando a concen- 
tração atinge a metade desse valor limite? Suponha que X(0) = 0. 

29. Um marcapasso. como mostrado na Figura 3.15. consiste em uma bateria, um capacitor e o coração 
como resistor. Quando a chave S está em P, o capacitor é carregado: quando S está em Q, o capacitor 
é descarregado, enviando um impulso elétrico ao coração. Durante esse tempo, a voltagem E aplicada 
ao coração é dada por 

dE l _ 

T, = ~rc e ■ •*<•<•* 

em que R e C são constantes. Determine £(f) se £(/,) = Eq. (É claro que a chave é aberta e fechada 
periodicamente para simular o batimento cardíaco natural.) 
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30. Suponha uma célula suspensa em uma solução contendo um solvente de concentração constante 
Cf. Suponha ainda que a célula tenha volume constante V e que a área de sua superfície permeável 
também seja constante igual a A. Pela lei de Fick. a taxa de variação de sua massa m t diretamente 
proporcional à área A e à diferença C, - C(t). em que C(t) é a concentração do solvente dentro da 
célula no instante /. Encontre C(/) se m = VC(t) c C(0) = Co. Veja a Figura 3.16. 


chave 


Q 


. 


it 

TJ 


coraçao 


P^S 




- E, 

Figura 3.15 



\ 

concetração / concetração 
C(t) Ce 


/ moléculas dc 
\ soluto passando 
atr avés da membrana 


Figura 3.16 


31. Em um modelo de variação populacional /»(/) de uma comunidade, é suposto que 

dP = _ ÍÍ5. 

dt dl dl 


cm que dB/dt c dD/dt são as taxas dc nascimento c óbito, rcspectivamcnte. 

(a) Resolva para P(t) se 
f -* 2 P. 

(b) Analise os casos k { > k 2 , k, = k 2 e k, < k 2 . 

32. A equação diferencial 

^ = (k cos r)P, 


cm que k é uma constante positiva, é freqüenlementc usada como um modelo de uma população 
sujeita à flutuações sazonais. Encontre P(i) e faça um gráfico da solução. Suponha f*(0) = P u . 

33. Em coordenadas polares, o momento angular de um corpo em movimento de massa m é definido por 
L = mr~{d0/dt). Suponha que as coordenadas do corpo sejam (n, 0|) e (rz, 0 2 ) nos instantes t = a c 
i = b, a <b, respectivamente. Se L c constante, mostre que a área A varrida por r é A = L(b - a)/2m. 
Quando o sol é colocado na origem, isso prova a segunda lei de Kepler sobre movimento planetário.* 


Johannes Kepler formulou e publicou em 1609 três leis sobre o movimento planetário. A primeira, 
e provavelmente a mais famosa, diz que um planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma órbita 
elíptica, com o Sol em um dos focos. A segunda diz que o raio vetor ligando o planeta ao Sol varre 
áreas iguais em tempos iguais. 
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média de nascimento, vamos supor que a taxa média de óbito seja proporcional à população 
P(t) no instante l. Logo, se (1 /P)(dP/dt) é a taxa de crescimento por indivíduo em uma 
população, então 

J_ dP_ _ taxa média 
P dl de nascimento 

em que b é uma constante positiva de proporcionalidade. Multiplicando (3) por P . obtemos 
imediatamente (2). 

Como veremos, a solução para (2) é limitada quando / — > /V. Se escrevermos (2) 
como dP/dt = aP - bP 2 , o termo -bP~ % b > 0, pode ser interpretado como um “inibidor" ou 
“competidor". Ainda, na maioria das aplicações, a constante positiva a é muito maior que a 
constante b. 


taxa média \ 
de óbito J 


= a — bP. 


(3) 


Curvas logísticas são modelos bem acurados para previsão de crescimento 
populacional, em um espaço limitado, de certos tipos de bactérias, protozoários, pulgas 
d’água ( Daphnia ) e moscas das frutas ( Drosophila ). Já vimos a equação (2) na forma 
dx/dt = kx(n + I - x), k > 0. Essa equação diferencial proporciona um modelo razoável para 
descrever a disseminação de uma epidemia trazida inicialmcntc pela introdução de um in- 
divíduo infectado em uma população estática. A solução x(t) representa o número de indivíduos 
infectados em qualquer tempo / (veja Exemplo II, Seção 1.2). Sociólogos c mesmo analistas 
financeiros têm usado este último modelo para estudar a propagação de informações c o impacto 
de anúncios em certos centros populacionais. 

Solução 

Um método para resolver a equação (2) é a separação de variável.* Usando frações parciais, 
podemos escrever 


dP 

P(a - bP ) 


= dt 



b/a 


a - bP 


dP = dl 


-InlW - — Inla - bP\ = l + c 
a a 




= at + ac 




4 

* 


Na forma {dP/dt) - aP = - bP 2 . devemos considerar a equação logística como um caso especial da 
equação de Bemoulli (veja Seção 2.6). 
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Segue-se da última equação que 



ac\e 


ai 


1 + bc\c at 


1 

bc x + 



Agora, se for dada uma condição inicial P(0) = Po. Po * a/b* a equação (4) implica 
c, = Pq /(a - ÔP 0 )- Substituindo esse valor em (5) e simplificando, obtemos 


P{t) = 


aPí\ 


bP 0 + (a - bP 0 y 


ai 



Gráficos de P(t) 


A forma básica do gráfico da função logística P(/) pode ser obtida sem muito esforço. Embora a 
variável t represente usualmentc o tempo e raramente nos preocupemos com exemplos em 
/ < 0, será interessante incluir esse intervalo na elaboração dos vários gráficos de P. A partir de 
(6), vemos que. 


P(t) -> 


oPq 

bP () 


= | quando / 


c P{! ) -» 0 quando 


Agora, derivando (2) pela lei do produto, obtemos 


<pp 

dr 



Ha-bP)% 


= ^(a-2bP) 


= P(a - bP)(a - 2b P) 


No cálculo, vimos que os pontos em que drP/dt 2 = 0 são os possíveis pontos de inflexão, mas 
P = 0 e P = a/b podem obviamente ser descartados. Logo, P = a/2b é o único valor possível 
no qual a concavidade do gráfico pode mudar. Para 0 < P < a/2b , segue-se de (7) que 
P" > 0 e a/2b < P <a/b implica P" < 0. Portanto, o gráfico passa de convexo para côncavo 
no ponto correspondente a P = a/2b. Quando o valor inicial satisfaz 0 < Pq < a/2b s o gráfico 
de P(t) assume a forma de um S. como podemos ver na Figura 3.18(a). Para a/2b < Pq < a/b , 
o gráfico é ainda cm forma de S, mas o ponto de inflexão ocorre em um valor negativo de /, como 
mostrado na Figura 3.l8(b). 


* 


Note que P = a/b é uma solução singular para a equação (2). 
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Se Pq < a/b . a equação (7) mostra que P" > 0 para todo t no domínio de P{i ) no qual 
P > o. Quando P < 0, a equação (7) implica P" < 0. Porém, P = 0 não é um ponto de 
inflexão, pois, quando a - bpQ < 0, uma inspeção de (6) revela uma assintota vertical em 



O gráfico de P(t) neste caso é mostrado na Figura 3.19. 



(a) (b) 

Figura 3.18 


Figura 3. 1 9 



EXEMPLO 1 

Suponha que um estudante infectado com um vírus da gripe retome a uma faculdade isolada no 
campus onde se encontram 1000 estudantes. Presumindo que a taxa na qual o vírus se espalha é 
proporcional não somente à quantidade x de alunos infectados, mas também à quantidade dc 
alunos não infectados, determine o número de alunos infectados após 6 dias se ainda é observado 
que depois de 4 dias x(4) = 50. 

Solução Supondo que ninguém saia do campus enquanto durar a epidemia, devemos resolver 
o problema de valor inicial 

J t = M1000 - x), 40) = 1. 


é 
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Fazendo as identificações a = l.OOOfc e b = k. concluímos imediatamente de (6) que 

i.OOO* 1.000 


x(t) = 


k + 999**’ lXXm 1 + 999e~ 


Agora, usando a informação x(4) = 50, determinamos k através da equação 

1.000 


50 = 


I + 999e ' 4000k 


Encontramos 


Logo, (8) toma-se 


Finalmente 


k = = 0.0009906 


4.000 999 


*(») = 


1.000 


1 + 999f 0 W06 ' 


■X6) = 


1.000 


I + 999e" 59436 


276 estudantes. 


( 8 ) 


Valores adicionais de x (/) são dados na tabela da Figura 3.20. 



t (dias) 


4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 


xfnúmero de 
infectados) 

50 (observado) 
124 
276 
507 
735 
882 
953 


(b) 


Figura 3.20 


Curvas de Gompertz 

Uma modificação da equação logística é 

= -b\aP). (9) 

em que atb são constantes. Mostra-se facilmente por separação de variável (veja Problema 5) 
que uma solução para (9) é 

/»(/) = e a/b e- ce ' t '. 


( 10 ) 
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em que c é uma constante arbitrária. Notamos que, se b > 0. P — » e a/h , quando / — » <», 
enquanto para b < 0, c > 0, P — » 0, quando / — » O gráfico da função (10), chamado curva 
de Gompertz, é muito semelhante ao gráfico da função logística. A Figura 3.21 mostra duas 
possibilidades para o gráfico de P(t). 

Funções tais como (Í0) são encontradas, por exemplo, nos estudos de crescimento ou 
decrescimento de certas populações, no crescimento de tumores, em previsões atuariais c no 
estudo de crescimento de renda na venda de um produto comercial. 



Reações Químicas 

A desintegração de uma substância radioativa, governada pela equação (1) da seção precedente, 
é chamada de reação de primeira ordem. Em química, poucas reações seguem a mesma lei 
empírica: Se as moléculas de uma substância A se decompõem em moléculas menores, é uma 
suposição natural que a taxa na qual essa decomposição ocorre seja proporcional à quantidade da 
primeira substância que não tenha se submetido à conversão; isto é, se X(i) é a quantidade de 
substância A remanescente em qualquer tempo, então 

M = kX 

di • 

cm que k é negativo, pois X é decrescente. Um exemplo de uma reação química dc primeira 
ordem é a conversão de /-cloreto butílico em /-álcool butílico: 

(CH 3 ) 3 CC1 + NaOH -> (CH 3 ) 3 COH + NaCI. 

Somente a concentração do /-cloreto butílico controla a taxa de reação. 

Agora, na reação 

CH 3 CI + NaOH -> CH 3 OH + NaCI , 

para cada molécula de cloreto metílico, uma molécula de hidróxido de sódio é consumida, 
formando assim uma molécula de álcool metílico e uma molécula de cloreto de sódio. Neste 
caso, a taxa na qual a reação se processa é proporcional ao produto das concentrações remanes- 
centes de CH 3 CI e de NaOH. Se X denota a quantidade de CH 3 OH formada e a e P são as 
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quantidades dadas dos dois primeiros compostos químicos A e B, então as quantidades instan- 
tâneas não convertidas em C são a - X e P - X, respectivamente. Portanto, a taxa de formação 
de C é dada por 

= *(“ " *)<P " *>• dl) 

em que k é uma constante de proporcionalidade. A reação descrita pela equação (1 1) é chamada 
de segunda ordem. 


EXEMPLO 2 

Um composto C é formado quando dois compostos químicos A e B são combinados. A reação 
resultante entre os dois compostos é tal que, para cada grama de A, 4 gramas de B são usados. É 
observado que 30 gramas do composto C são formados em 10 minutos. Determine a quantidade 
de C em qualquer instante se a taxa da reação é proporcional às quantidades d c At B remanes- 
centes e se inicialmente havia 50 gramas de A e 32 gramas de B. Qual a quantidade do composto 
C que estará presente após 15 minutos? Interprete a solução quando t «». 

Solução Seja X(r) a quantidade em gramas do composto C, presente em qualquer instante. 
Claramcnte, X(0) = 0cX(10) = 30. 

Agora, por exemplo, se houver 2 gramas do composto C, teremos usado, digamos, a 
gramas de A e b gramas de B, de tal forma que 

a + b = 2 e b - 4a. 

Portanto, devemos usar a = 2/5 = 2(1/5) g do composto A e b = 8/5 = 2(4/5) g de B. No 
caso geral, para X g de C devemos usar 

j g de A e j X g de B. 

As quantidades de A c B remanescentes em qualquer instante são então 

50 - | e 32 - 

respectivamente. 

Agora, sabemos que a taxa na qual o composto C é formado satisfaz 



Para simplificar, fatoramos 1/5 do primeiro termo e 4/5 do segundo, e daí introduzimos a 
constante de proporcionalidade: 


^ = *(250 - X)(40 - X). 
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Separando as variáveis e usando frações parciais, podemos escrever 


(250 - X)(40 - X) 


= kdt 


1/210 ... . 1/210 

^H dx + W^x dx = kd ‘ 


Sfí - >«* * - 


250 ~ X _ 21 ( 1 kl 

40 - X ~ 


( 12 ) 


Quando t = 0, X = 0; logo, scgue-sc que C 2 = 25/4. Usando X = 30 em t = 10, encontramos 

2 10fc =-jkln§ = 0,1258. 


Com essa informação, resolvemos (12) explicitando X: 


X(i) = 1000 


I - e 


25 - 4e 


- 0.1258r 


(13) 


O comportamento de X como uma função do tempo é ilustrado na Figura 3.22. É claro, pelo 
acompanhamento da tabela e pela equação (13), que X 40 quando t -> «>. Isso significa que 
há 40 gramas de composto C formado, deixando 

50 — j (40) = 42 gramas de A 

e 32 - | (40) = 0 grama de B. ■ 


■JT-40 


10 20 30 


t(minutos) 

To 

15 

20 

25 

30 

35 


X (gr amas) 

3Õ (medido) 
34.78 
37.25 
38.54 
39.22 
39.59 


Figura 3.22 
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Lei de Ação das Massas 


O exemplo precedente pode ser generalizado da seguinte maneira. Suponha que a gramas de 
substância A são combinadas com b gramas de substância B. Se há M partes dc A e N partes de 
B formadas na combinação, então as quantidades de substâncias A c B remanescentes em 
qualquer instante são, rcspcctivamente. 


a - 


M 


M + N 


X e b - 


N 


M + N 


X. 


Assim, 


dX 

dl 


[* - - ÍTÍ 1 } 


( 14 ) 


Procedendo como antes, se fatoramios M/(M + N) no primeiro termo e N/(M + AO no segundo, a 
equação diferencial resultante é a mesma de ( 1 1 ): 


= *(« - m - x). 


( 15 ) 


cm que 


a(M + N) 0 b(M + N) 
a = — e p = — 


M 


N 


Os químicos se referem às reações descritas pela equação (15) como a lei de ação das massas. 

Quando a * P % pode-sc mostrar facilmente (veja Problema 9) que uma solução para 

(I5)é 


1 


<* " P 


In 


g - X 

fi-x 


= kt + c. 


( 16 ) 


Quando supomos a condição inicial natural X(0) = 0, a equação (16) conduz à seguinte solução 
explícita 


a pl 1 -*<«-/>*] 

X(,) = /)-«,<«- m 


( 17 ) 


Sem perda de generalidade, podemos supor em (17) que > a ou a - P < 0. Como X(t)é uma 
função crescente, esperamos * > 0, e então segue-se imediatamente de (17) que X -> aquando 


oo 


Velocidade de Escape 


No Exemplo 1 da Seção 1 .2, vimos que a equação diferencial de um objeto em queda de massa 
m próximo à superfície da terra é dada por 


d 2 s 


d 2 S 


= —mg ou simplifique = — g. 
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em que s representa a distância da superfície da terra ao objeto e a direção positiva é considerada 
para cima. Em outras palavras, essencialmenle, está sendo considerado aqui que a distância s ao 
objeto é pequena quando comparada com o raio da terra R\ posto de outra maneira, a distância y 
do centro da terra ao objeto é aproximadamente a mesma que R. Se, por outro lado, a distância y 
a um objeto, tal como um foguete ou uma sonda espacial, for grande se comparada com R, então 
combinamos a segunda lei de Ncwton sobre o movimento e sua lei universal de gravitação para 
deduzir uma equação diferencial na variável y. A solução dessa equação diferencial pode ser 
usada para determinar a velocidade mínima, chamada velocidade de escape, necessária para um 
foguete se livrar da atração gravitacional da terra. 


EXEMPLO 3 


Um foguete é lançado verticalmente, como mostrado na Figura 3.23. Se considerarmos a direção 
positiva para cima c se a resistência do ar for ignorada, então a equação diferencial do 
movimento depois de esgotado o combustível é 

dry , mM d~y ,M 
m — e = -k—r- ou — v = -k-t. ( 18 ) 

dr y 2 dr y 2 

cm que k é uma constante de proporcionalidade, y é a distância do centro da terra ao foguete, M, 
a massa da terra e m % a massa do foguete. Para determinar a constante k, usamos o seguinte fato: 
quando y = /?, 

k — r- = mg ou k 

R 2 



Logo, a última equação cm ( 18) toma-sc 



(19) 


>7 

I 

I 

i 





Figura 3.23 

Uma bola ou um foguete lançado diretamente para cima 
voltará à terra sob a influência da gravidade, a menos que seja 
lançado com uma velocidade suficientemente grande. A 
equação diferencial de segunda ordem md 2 y/dt 2 = - kMmfy 2 
pode ser usada para determinar a assim chamada "velocidade 
de escape" que um objeto necessita para se livrar da atração 
gravitacional de um corpo celeste tal como a terra. A 
velocidade de escape independe da massa do objeto, assim a 
velocidade de escape na superfície da terra para uma bola é a 
mesma que para um foguete. 
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Embora isso não seja uma equação de primeira ordem, se escrevermos a aceleração como 

d~ y _ efr _ dv_ dy _ dv_ 
dr dl dy dt V dy 

então (19) toma-se uma equação de primeira ordem em v; isto é. 


dv 


R- 


V — = - g —T • 
dy 5 y- 

Esta última equação pode ser resolvida por separação de variáveis. De 

J vdv = - gR 2 \ y~ 2 dy obtemos - + c. 


( 20 ) 


Se supomos que a velocidade é v = vq quando o combustível acabar e que y = R nesse 
momento, podemos obter o valor (aproximado) de c. De (20). encontramos c = - gR + vo 2 /2. 
Substituindo esse valor em (20) e multiplicando a equação resultante por 2, obtemos. 




2 gK + f, 2 ,. 


( 21 ) 



Você pode argumentar que. no Exemplo 3, não resolvemos rcalmcnte a equação 
original em y. Na verdade, a solução (21) nos fornece muita informação. Agora que fizemos a 
parte mais difícil, deixamos como exercício determinar a velocidade de escape da terra. Veja o 
Problema II. 


3.3 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 447 e 448. 

I. O número de supermercados C(f) no país que estão usando um sistema computadorizado é descrito 
pelo problema de valor inicial 



0.0005C). 


C(0) = 1. 


cm que / > 0. Quantos supermercados estarão usando sistemas computadorizados quando t = 10? 
Quantas companhias estarão adotando esse novo procedimento depois de um longo período de 
tempo? 

2. O número de pessoas N(t) em uma comunidade que são expostas a um anúncio em particular é dado 
pela equação logística. Inicialmcnte N(0) = 500, e é observado que Af(l) = 1000. Está previsto que o 
número máximo de pessoas na comunidade que verão o anúncio será 50.000. Determine N{i) em 
qualquer tempo. 

3. A população P(t) de uma grande cidade é descrita pelo problema de valor inicial 
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-f = P([ O' 1 - 10“ 7 P), P( 0) = 5000. 

dl 

em que t é medido em meses. Qual é o valor limite da população? Quando a população será igual à 
metade desse valor limite? 

4. Encontre uma solução para a equação logística modificada. 

= «a - «*X I - C p ' '). a, b, c > 0. 
at 

5. (a) Resolva a equação (9): 

(b) Determine o valor de c na equação ( 10) se P(0) = Po. 

6. Supondo 0 < Po < e a h e a > 0. use a equação (9) para encontrar a ordenada do ponto de inflexão 
de uma curva de Gompertz. 

7. Dois compostos químicos A e B são combinados para formar um terceiro composto C. A taxa ou 
velocidade da reação c proporcional à quantidade instantânea de A e B não convertida em C. 
Inicialmente, há 40 gramas de A e 50 gramas de B. e para cada grama de B. 2 gramas de A são usados. 
É observado que 10 gramas de C são formados em 5 minutos. Quanto é formado em 20 minutos? Qual 
é a quantidade limite de C após um longo período de tempo? Qual é a quantidade remanescente de A 
e B depois de um longo período de tempo? 

8. Resolva o Problema 7 sc 100 gramas de A estão presentes inicialmcntc. Quando temos a metade do 
composto C formada? 

9. Obtenha uma solução para a equação 

Y, = - *></J - *> 

que governa as reações de segunda ordem nos dois casos: a * pc a = p. 

10 . Em uma reação química dc terceira ordem, a quantidade de gramas X de um composto obtido pela 
combinação de três outros compostos é governada pela equação 

Y, = *(« - X »0 J - *><r - x). 

Resolva essa equação supondo a * P * Y- 

11. (a) Use a equação (21 ) para mostrar que a velocidade dc escape do foguete é dada por v 0 = ^llgR. 

| Sugestão : faça y -» «> em (21) e suponha v > 0 para todo /.| 

(b) O resultado da parte (a) é válido para qualquer corpo no sistema solar. Use os valores 
g = 9.8 m/s e R = 6350 km para mostrar que a velocidade dc escape da terra é de aproximada- 
mente v 0 = 1 1,2 km/s. 

(c) Encontre a velocidade de escape da lua se a aceleração da gravidade é igual a 0,l65g e 
R = 1738 km. 
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Outras Aplicações 


12. No Exemplo 7 da Seção 1.2. vimos que a equação diferencial que descreve a forma de um fio de 
densidade linear constante w suspenso sob a ação do próprio peso é 



em que 7| éa tensão horizontal no fio em seu ponto mais baixo. Usando a substituição p = dy/dx, 
resolva essa equação sujeita à condição inicial >(0) = l. y'(0) = 0. 

13. Uma equação semelhante a do Problema 12 é 


^ - \ i + 

Ar 2 V ■> ' 


Neste caso. a equação surge no estudo da forma do caminho que um perseguidor, correndo a uma 
velocidade v 2 . deve percorrer para interceptar uma presa correndo a uma velocidade v ( . Use a mesma 
substituição do Problema 12 e a condição inicial y(\) = 0. >•'(!) = 0 para resolver a equação. 
Considere os dois casos V\ = v 2 e i>, * v 2 - 

14. De acordo com a lei dc Stefan sobre radiação, a taxa de variação da temperatura de um corpo com 
temperatura absoluta T é 

f, - ^ 

cm que T m é a temperatura absoluta do meio ambiente. Encontre uma solução para essa equação 
diferencial. Pode ser mostrado que. quando T - T m é pequena cm comparação a T m , essa equação 
particular é aproximada pela lei de resfriamento de Ncwton (Equação (3). Seção 3.2). 

15. A altura h da água que está fluindo através de um orifício no fundo de um tanque cilíndrico é dada por 

7, -T. 'fc- ‘ - ^ 

em que A w e A 0 são as áreas das seções transversais da água e do orifício, respectivamente (veja 
Exemplo 8. Seção 1.2). Resolva a equação sc a altura inicial da água era 20 m. A w = 50 nr e 
A{) = 1/4 m“. Quando o tanque estará vazio? 


16. A equação diferencial não-linear 


(Sf-?** 


em que p e h são constantes não-negativas. aparece no estudo do problema de dois corpos cm 
mecânica celeste. Aqui. a variável r representa a distância entre as duas massas. Resolva a equação 
nos dois casos: h = 0 e h > 0. 


17. Resolva a equação diferencial da tratriz 
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dy 

dx 


y 



(veja Problema 19, Exercícios 1.2). Suponha que o ponto inicial no eixo dos y seja (0. 10) e o 
comprimento da corda seja s = 10 m. 

18. Um corpo de massa m caindo através de um meio viscoso encontra uma força de resistência 
proporcional ao quadrado de sua velocidade instantânea. Nessa situação a equação diferencial para a 
velocidade v(/)é 




em que k é uma constante positiva de proporcionalidade. Resolva a equação sujeita a p(0) = Vo- Qual 
é a velocidade limite do corpo em queda? 

19. A equação diferencial 



em que x = x (y), ocorre no estudo de ótica. A equação descreve o tipo de curva plana que refletirá 
todo raio de luz incidente para o mesmo ponto (veja Problema 15. Exercícios 1 .2). Mostre que a curva 
é uma parábola. [Sugestão: use a substituição w = x 2 e reexamine a Seção 2.6. | 

20. Resolva a equação do Problema 19 com a ajuda da fórmula quadrática. 

21. As equações de Lotka e Volteira* 


dy 

dt 


>'(<* - P-0 


f, = *(" Y + 5y) - 


AJ. Lotka (1880-1949) Lotka, nascido na Áustria, foi um biomatemático americano. 

Vlto Volterra (1860-1940) Nascido cm Ancona. Itália, Vito Volterra mostrou desde cedo aptidão 
para a matemática. Estudou cálculo por conta própria e investigou problemas em gravitação quando 
ainda estava com 12 anos. Apesar dos problemas financeiros. Voltena rapidamente obteve 
proeminência como cientista e matemático. Foi também ativista político e indicado para senador do 
reino da Itália em 1905. Volterra interessou-se pelas aplicações da matemática à ecologia em meados 
dos anos 20. e formulou esse sistema de equações diferenciais em uma tentativa de explicar as 
variações na população de peixes no Mediterrâneo como resultado de interações predador-presa. 
(Lotka, trabalhando independentemente, chegou ao mesmo sistema de equações e publicou o 
resultado em 1925 em seu texto Elements of Physical Biology.) Através de sua pesquisa de modelos 
matemáticos de populações, Volterra estabeleceu a base para um campo da matemática conhecido 
como equações integrais. Um homem de princípios, Volterra recusou-se a assinar um juramento de 
lealdade ao regime fascista de Benito Mussolini e, conseqüentemcnte, renunciou à sua cadeira de 
matemática na Universidade de Roma e a todas as participações em sociedades científicas italianas. 
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em que a, f 3. ye S são constantes positivas, ocorrem na análise do equilíbrio biológico de duas 
espécies de animais, lais como predador e presa (por exemplo, raposas e coelhos). Aqui. *(/) e >•(/) 
denotam as populações das duas espécies no tempo /. Embora não exista nenhuma solução explícita 
para esse sistema, soluções podem ser encontradas relacionando as duas populações cm qualquer 
tempo. Divida a primeira equação pela segunda e resolva a equação diferencial não-linear de primeira 
ordem resultante. 


22. Um problema clássico cm cálculo das variações é encontrar a forma de uma curva «Mal que, uma 
conta, sob a influencia da gravidade, escorregue de A(0, 0) a £(xi. yi) cm tempo mínimo. Veja a 
Figura 3.24. Pode ser mostrado que a equação diferencial para a forma do caminho é 
>1 1 + (y') 2 | = k, em que k c uma constante. Primeiro, resolva para dx cm termos de y c dy . c então 
use a substituição y = k sen“ 0 para obter a forma paramétrica da solução. A curva í? será uma 
ciclóide. 


A(0, 0) 

\ 

\ conta Figura 3.24 

N* 


23. O problema de valor inicial que descreve o movimento de um pêndulo simples com velocidade inicial 
zero e ângulo inicial do > 0 é 


dfO 

dl 2 


£ 

/ 


+ sen 0 = 0 


m = * 0 . “ 


/ * o 


(a) Obtenha a equação de primeira ordem 

(cos 0 - cos #(,)• 

[Sugestão: multiplique a equação dada por 2d0/dt.] 

(b) Use a equação da parte (a) para mostrar que o período de movimento é 


(de 
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Capítulo 3 REVISÃO 

Se toda curva em uma família a um parâmetro de curvas G(x. y\ Cj) = 0 é ortogonal a toda 
curva em uma segunda família a um parâmetro H(x, y . C 2 ) = 0 . dizemos que as duas famílias 
são trajetórias ortogonais. Duas curvas são ortogonais sc suas retas tangentes sào perpendicu- 
lares no ponto de interseção. Quando dada uma família, encontramos sua equação diferencial 
dy/dx = f[x, y) derivando a equação G(x, y. C[) = 0 c eliminando o parâmetro c\. A equação 
diferencial da segunda família ortogonal é então dy/dx = - 1 //(*. v). Resolvemos essa última 
equação pelos métodos do Capítulo 2. 

Na análise matemática de crescimento populacional, decrescimento radioativo ou 
misturas químicas, frcqüentemente encontramos equações diferenciais lineares, tais como 

dx , dx , 

- 7 - = kx c — = a + ox 

dt dl 

ou não-lineares, tais como 

Y t = x(a - bx) e ^ = *«x - i)(P - x). 

Você deve ser capaz de resolver essas equações sem hesitação. Não é uma boa idéia simples- 
mente memorizar soluções para equações diferenciais. 


Capítulo 3 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 448. 

1. Encontre as trajetórias ortogonais da família de curvas >•(* ' + c\) = 3. 

2. Encontre a trajetória ortogonal da família y = 4* + I + nr 4 ' que passa pelo ponto (0. 0). 

3. Encontre as trajetórias ortogonais da família de parábolas convexas com vértices em ( 1 . 2). 

4. Mostre que. se uma população cresce a uma laxa proporcional ao número de pessoas presentes em 
qualquer tempo, então o tempo de duplicação da população é T = (In 2 )/k, cm que k é a taxa positiva 
de crescimento. Essa é a conhecida lei de Malthus. 

5. Em março de 1976. a população mundial era de 4 bilhões. Uma revista previu que. com uma taxa de 
crescimento anual média de 1.8%. a população mundial seria de 8 bilhões cm 45 anos. Como esse 
valor pode ser comparado com o previsto pelo modelo que diz que a taxa de crescimento é propor- 
cionai à população cm qualquer tempo? 

6. Ar contendo 0.06% de dióxido de carbono é bombeado em um salão cujo volume é de 8000 m\ A 
taxa na qual o ar é bombeado é de 2000 cmVrain, e o ar circulante é então bombeado para fora a uma 
mesma taxa. Se havia inicialmente uma concentração de 0.2% de dióxido de carbono, determine a 
quantidade subsequente no salão cm qualquer instante. Qual será a concentração em 10 minutos? 
Qual é a concentração estacionária (ou de equilíbrio) de dióxido de carbono? 
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As populações de duas espécies dc animais são descritas pelo sistema não-linear de equações 
diferenciais de primeira ordem 


T, = *'*<“ - •')■ % 


kyxy. 


Resolva o sistema obtendo reycm termos de /. 

8. Um projétil é atirado vcrticalmente no ar com uma velocidade inicial de i*o m/s. Supondo que a 
resistência do ar é proporcional ao quadrado da velocidade instantânea, o movimento é descrito pelo 
par de equações diferenciais: 

ttl) 2 

m— = -mg - kv, k > 0. 
aí 


eixo dos >• positivo para cima. origem no solo de forma que t> = t» 0 em >• = 0 c 

dv , 2 , 

m — = mg - kv . k > 0. 

eixo dos y positivo para baixo, origem na altura máxima de forma que V » 0 em y = h. A primeira c 
segunda equações descrevem o movimento do projétil subindo e descendo, respcctivamentc. 

(a) Determine a velocidade limite ou terminal do projétil em queda. Compare essa velocidade 
terminal com a obtida no Problema 27 nos Exercícios 3.2. 

(b) Prove que a velocidade de impacto v, do projétil é menor que a velocidade inicial t» 0 . Pode 
também ser mostrado que o tempo q necessário para atingir sua altura máxima h é menor que o 
tempo / 2 que ele leva para cair dessa altura. Veja a Figura 3.25. 



Figura 3.2S 


9. Considere a lei de resfriamento dc Newton. dT/di - k(T - T m ). k < 0. em que a temperatura do meio 
ambiente T m varia com o tempo. Suponha que a temperatura inicial de um corpo seja T\ e que a 
temperatura inicial do meio ambiente seja 72 e r m = 72 + B{T\ - 7). em que B > 0 é uma constante. 

(a) Encontre a temperatura do corpo em qualquer instante f. 

(b) Qual é o valor limite da temperatura quando f — » <»>? 

(c) Qual é o valor limite de 7 m quando t -> »? 

10. Um circuito em série L-R possui um indutor variável com a indutância definida por 

l 0 ^ / <10 

0 , t > 10 

Encontre a corrente i(í) se a resistência é de 0,2 ohm, a voltagem é £(f) = 4 e i(0) = 0. Esboce o 
gráfico de i(/). 
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ENSAIO 

Dinâmica Populacional 


Michael Olinick 

Departamento de Matemática e Ciência da Computação 
Universidade de Middlebury 


O falo dc que a ecologia é essencialmcnte um assunto matemático é cada vez mais aceito", 
escreve Evclyn C. Piclou[2). "Ecologistas cm toda parte estão tentando formular e resolver 
seus problemas por raciocínio matemático." Historicamente, o primeiro e talvez mais impor- 
tante ramo da ecologia matemática é a investigação da dinâmica populacional: como populações 
crescem e decrescem. Equações diferenciais de primeira ordem têm sido uma ferramenta crucial 
nesse estudo. 


Muitos tentam modelar o crescimento populacional começando com a suposição dc 
que a taxa de crescimento populacional depende do tamanho da população. Sc P representa a 
população no instante /, então todos os modelos têm a forma 



em que f é alguma função da quantidade de habitantes P. Como f deve ser escolhida? 

A Figura central na história da população é Thomas Robert Malthus (1766-1834). 
Malthus graduou-se cm matemática na Universidade de Cambridge, ordcnou-sc pastor da Igreja 
da Inglaterra e foi professor de história e economia política. Em um trabalho seminal, An Essay 
on the Principie of Population (3), Malthus argumentou que a forma apropriada para j{P\ pelo 
menos quando a população fosse pequena, deveria ser um múltiplo constante de P, isto é. 



em que r é uma constante. 

Como temos visto, esse modelo conduz ao crescimento exponencial, pois a solução 
para a equação diferencial é 


P(t) = /V". 
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Uma característica do crescimento exponencial é tempo de duplicação constante: leva 
exatamente a mesma quantidade de tempo. ( ln 2 )/r. para a população se duplicar de Pq para 
2 Pq, independentemente do tamanho inicial Pq. Uma outra maneira de examinar o crescimento 
exponencial é verificar a população em unidades sucessivas de tempo: 

P(0), P(M P(2), P( 3) P(k), P(k + l) 

Como P(k) = Pye rk = Pç)(e r) . essas populações formam uma seqüência geométrica 

tf. ac, ac 2 , ac\ ac A , ac 5 ,... 

com termo inicial a = Po e razão constante c = e r . Malthus, de fato. começa seu famoso ensaio 
com a observação: “Olhando a natureza, ficamos perplexos com o prodigioso poder de 
crescimento das plantas e animais... quer eles aumentem devagar ou rapidamente, sua 
tendência natural é crescer em uma razão geométrica, isto é, por multiplicação; c seja qual for a 
laxa de crescimento durante qualquer período, se nenhum obstáculo lhes for imposto, eles 
prosseguirão cm uma progressão geométrica’. Depois de examinar cuidadosamente dados 
coletados durante os primeiros censos dos Estados Unidos e compará-los com outros países, 
Malthus conclui que “o crescimento natural de populações" foi de natureza exponencial com 
um tempo de duplicação de 25 anos para os humanos. 

Como esse modelo assegura que não há limite para o número de indivíduos nessa 
população, fica claro que o modelo exponencial não é um quadro complctamente realístico. O 
modelo exponencial pode ser realístico para crescimento de algumas populações durante um 
intervalo de tempo relativamcnte curto. A população dos Estados Unidos, durante o período de 
1790 a 1860, aumentou exponencialmente, com uma taxa anual de crescimento em torno de 3%. 

É instrutivo examinar o real censo nos Estados Unidos, comparando esses dados com 
os dados de um modelo exponencial de crescimento. Na Tabela E.l. mostramos a população real 
e a população prevista em milhões. A coluna "erro” mostra a diferença entre o número real e o 
número previsto. A coluna final, “% erro", é calculada pela razão entre o erro e a população real. 
"A população real” são os dados colhidos pelo U.S. Ccnsus Bureau. A “população prevista" é 
gerada pela equação 

/>(/) = 3.929 /****. 

Pela tabela, vemos que o modelo de crescimento exponencial representa os dados reais 
do censo acuradamente para o período de 70 anos. começando em 1 790; o maior erro é menor 
que 2%. “Realidade" e previsão do modelo começam a divergir em 1870; o modelo não tinha 
como prever a guerra civil, que durou de 1861 a 1865 e na qual morreram mais de meio milhão 
de jovens americanos. Finalizamos a tabela em 1890. A discrepância entre a população real e a 
população prevista toma-se enorme no século XX, atingindo um impressionante erro de 495% 
em 1990! Uma das consequências que podemos deduzir desse modelo é que, se a população dos 
Estados Unidos tivesse continuado a crescer na mesma taxa da primeira metade do século XIX, 
teríamos hoje uma nação seis vezes mais populosa. Vale a pena pensar nisso quando você estiver 
parado em um congestionamento ou na fila de um supermercado! 
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TABELA E.1 


Ano 

População 

Kfi 

População 

Prevista 

Erro 

% 

Erro 

1790 

3.929 

3.929 

0.000 

0.00 

1800 

5.308 

5.285 

0.023 

0,43 

1810 

7.24 

7.110 

0,130 

1,80 

1820 

9,638 

9.564 

0,074 

0.76 

1830 

12,866 

12.866 

0.000 

0.00 

1840 

17,069 

17,307 

- 0.238 

- 1.40 

1850 

23,192 

23.282 

-0.090 

-0.39 

1860 

31.433 

31.319 

0,114 

0.36 

1870 

38.558 

42.131 

- 3,573 

-9.27 

1880 

50.156 

56,675 

-6.519 

- 13.00 

1890 

62.948 

76.240 

- 1 3.292 

-21.12 


Há várias generalizações desse modelo. No modelo de crescimento logístico, desen- 
volvido primeirameme pelo matemático belga Picrre-Francois Vcrhulst (1804-1849), supomos 
que r nâo é constante, mas uma variável que decresce de forma linear simples quando a 
população cresce. Com isso, podemos representar r como a - bP. em que a c b são constantes 
positivas. Isso conduz ao modelo dP/di = (a - bP)P % o qual possui uma solução da forma 


Embora Vcrhulst tenha tentado testar seu modelo em populações reais, frustrou-se 
com as informações imprecisas dos censos disponíveis na década de 1840, quando empreendeu 
seus estudos. Como os dados populacionais existentes na época eram inadequados para formar 
um teste efetivo do modelo logístico, o trabalho de Verhulst ficou esquecido por aproximada- 
mente 80 anos. Foi rcdescobcrto independentemente por dois cientistas americanos que trabal- 
havam na Universidade Johns Hopkins, Raymond Pearl e Lowell J. Reed. 

Em 1920, Pearl e Reed examinaram a proximidade da curva de crescimento popu- 
lacional dos Estados Unidos com curva logística. Usando dados dos censos de 1790, 1850 e 
1910 para encontrar valores para K, de a, verificaram que a equação logística 



197.274 

I + ^3.896 - 0.031/ 


correspondia à imagem da população atual para um período de 120 anos. começando em 1790. 
De fato, o modelo logístico nos fornece um excelente retrato das variações populacionais dos 
Estados Unidos de 1790 a 1950. A Tabela E.2 mostra a comparação entre as previsões desse 
modelo logístico e os dados do censo dos Estados Unidos. 
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TABELA E.2 


Ano 

População 

Prevista 

População 

Censo 

Erro 

% 

Erro 

1790 

3.929 

3.929 

0.000 

0,00 

1800 

5,336 

5.308 

0.028 

0,53 

1810 

7,228 

7,240 

-0.012 

-0,17 

1820 

9.757 

9.638 

0,119 

1,23 

1830 

13,109 

12.866 

0.243 

1,89 

1840 

17,506 

17.069 

0,437 

2.56 

1850 

23,192 

23.192 

0,000 

0.00 

1860 

30,412 

31.433 

- 1.021 

-3.25 

1870 

39.372 

38,558 

0.814 

2,11 

1880 

50,177 

50.156 

0,021 

0.04 

1890 

62,769 

62.948 

-0,179 

-0.28 

1900 

76,870 

75.996 

0.874 

U5 

1910 

91,972 

91.972 

0.000 

0,00 

1920 

107.395 

105,711 

1.684 

1,59 

1930 

122,398 

122.775 

- 0,377 

-0.31 

1940 

136.318 

131.669 

4.649 

3,53 

1950 

148.678 

150,697 

-2,019 

-1.34 

1960 

159,230 

179,323 

- 20.093 

- 11,20 

1970 

167,944 

203,185 

-35.241 

- 17,34 

1980 

174.941 

226.546 

-51,605 

- 22.78 

1990 

180.437 

248.710 

- 68,273 

- 27,45 


Temos uma excelente concordância entre as previsões do modelo e a população observada 
entre 1790 e 1950. O maior erro foi de cerca de 3,5%. Enquanto o modelo prevê um nivelamento 
populacional que deveria continuar depois da metade do século, os dados reais mostram o “baby 
boom" dos anos 50. que aumentou a população em quase 30 milhões em 10 anos. 

É impressionante que um modelo relativamente simples como o logístico possa 
fornecer resultados tão acurados como esses por um período de 160 anos. A curva logística 
particular calculada por Pearl e Reed poderia ter sido deduzida em 1911, quando os resultados 
do censo de 1910 foram publicados. Sua equação poderia ter sido usada por 40 anos para 
fornecer projeções precisas de populações que teriam sido úteis em planos governamentais. 

Como tem crescido a população dos Estados Unidos na segunda metade do século 
XX? Pode um simples modelo explicar as variações observadas e fornecer-nos uma razoável 
previsão para o futuro próximo? Quando as populações se tomam grandes, freqüentemente 
observamos um retardamento na taxa de crescimento. Várias razões para isso têm sido dadas, e 
a principal é a competição por recursos limitados. 
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Vamos olhar para a mais simples suposição matemática que podemos fazer: a taxa de 
crescimento é inversamente proporcional à população. Nosso modelo matemático é expresso 
pela equação 

^ J com P( 0) = Po. 

em que b é uma constante positiva 

A equação diferencial é facilmente resolvida por separação de variável e integração. 

Obtemos 



Se b for positivo, esse modelo prevê que a população continuará crescendo indefinidamente. 

Se a população é observada em um tempo anterior /| como sendo P j, então podemos 
determinar o valor do parâmetro b como 


p í - Põ 


Como um teste para esse modelo simples, observaremos os dados do censo dos 
Estados Unidos. Fazendo t = 0 corresponder com o dado de 1950 de 150,697 milhões e / = 1, 
com o censo de 1960 de 179,323 milhões, obtemos um valor de 4723,58 para b. Com isso, nosso 
modelo tem a forma 

/>(/) = V9447.16/ + (150.697) 2 


cm que cada unidade de tempo / representa 10 anos. 

Com esses valores, podemos comparar as previsões do modelo com as melhores 
estimativas do censo dos anos 1970, 1980 e 1990: 


TABELA E.3 


Ano 

População 

Atual 

População 
Prevista _ 

% 

Erro 

1970 

203.302 

203.970 

0,33 

1980 

226.505 

225,945 

0.24 

1990 

248.710 

245.964 

1.10 


(Aqui, ambas, atual e prevista, são dadas em milhões; o erro percentual é obtido comparando o 
valor absoluto da diferença entre valores atuais e previstos com o número de habitantes atuais.) 

Observamos que esse simples modelo surpreendentemente fornece resultados acura- 
dos pelo menos para um conjunto de dados reais. Nosso valor em / = 0 corresponde aos dados 
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do censo do dia I o de abril de 1950. O U.S. Census Bureau faz projeções populacionais para o 
primeiro dia de julho. Uma projeção recente para l v de julho do ano 2000 é de 268,266 milhões. 
Usando o valor correspondente para / de 5,025. nosso modelo prevê uma população de 264,918 
milhões. A diferença é de cerca de 1,25%. 


Modelos mais acurados de crescimento populacional podem ser obtidos refinando os 
modelos logísticos de várias maneiras diferentes. A função J[P) - que é quadrática no modelo 
logístico - pode ser trocada por um polinómio de grau mais alto de tal forma que efeitos de 
maior ordem no tamanho da população possam ser incluídos na taxa de crescimento. Fatores 
adicionais podem ser acrescidos à equação diferencial para incorporar o conceito de que a taxa 
de variação da população é função não só da população, mas também do tempo; isto é, você pode 
estudar modelos da forma 




Devemos observar que o modelo de Gompeiiz também pode ser visto como uma 
generalização do modelo exponencial dP/di = r/\ com a constante r sendo substituída por uma 
variável r(f), que decresce a uma taxa percentual constante, isto é, 

dr 

di = ar • 

em que a é uma constante negativa. Isso nos dá r como r^e 01 , e o modelo dc Gompcrtz toma a 
forma 


dP 

ii = r * 


at 


Generalizações do modelo de Gompertz incluem abordagens em que r(t) é um 
polinómio em t de grau Fixo. 

Demógrafos usam cada vez mais sofisticados e complexos modelos matemáticos de 
caráter dcterminístico e probabilístico para estudar variações no crescimento populacional no 
passado e fazer projeções sobre o futuro. Embora haja muitas abordagens diferentes para a 
criação de tais modelos, na maioria das vezes são extensões ou generalizações de uma equação 
diferencial não-linear de primeira ordem. 
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Examinaremos agora soluções para equações diferenciais 
de ordem dois ou maior. Embora possamos resolver algumas 
equações não-lineares de primeira ordem através de 
técnicas consideradas no Capitulo 2. equações não-lineares 
de ordem maior geralmente resistem à solução. Isso não 
significa que uma equação não-linear não tenha solução, mas 
sim que não existem regras ou métodos pelos quais sua 
solução possa ser exibida em termos de funções elementares 
ou outros tipos. Como uma consequência, na tentativa de 
resolver equações de ordem maior, devemos deter-nos às 
equações lineares. 

Começamos este capítulo primeiramente examinando a 
teoria subjacente às equações lineares. Como fizemos na 
Seção 2.5. colocamos condições na equação diferencial sob 
as quais podemos obter sua solução geral. Lembramos que 
uma solução geral contém todas as soluções para a equação 
em algum intervalo. No restante do capítulo, desenvolvemos 
métodos para obter uma solução geral para uma equação 
linear com coeficientes constantes. Veremos que nossa 
habilidade para resolver uma equação diferencial de n-ésima 
ordem com coeficientes constantes depende de nossa 
habilidade para resolver uma equação polinomial de grau n. 
O método de solução para equações lineares com 
coeficientes não-constantes será visto no Capítulo 6. 
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4. 1 TEORIA PRELIMINAR 

Começamos a discussão sobre equações diferenciais de ordem maior, como fizemos com equa- 
ções de primeira ordem, com a noção de um problema de valor inicial. Porém, concentramos 
nossa atenção nas equações diferenciais lineares. 


4.1.1 Problemas de valor inicial e de valor de contorno 


Problema de valor inicial 


Para uma equação diferencial de n-ésima ordem, o problema 


Resolva: a„(x) ^ + a n . |(x) ^ -■ * + ... + a,(x) 


^ + "o(x)y = *(x) 


Sujeita a: >(x 0 ) = yo , >'(*) = yó . ...,y<” ~ 'W = yé" ~ l) (D 

cm que yo, yó. ...,yo írt “ 11 são constantes arbitrárias, é chamado de um problema de valor 

inicial. Os valores específicos yCxp) = yo, y'C*o) =yó y (n ' *\xq) =yó n " l) são chamados 

de condições iniciais. Procuramos uma solução em algum intervalo I contendo xq. 

No caso de uma equação linear de segunda ordem, uma solução para o problema dc 
valor inicial 

d 2 y dy 

“ 2 (x) + a\(*)-£ + °d x )y =g(*)- ><-**)) = yo. y'(*o) = yó. 

é uma função que satisfaça a equação diferencial em / cujo gráfico passa pelo ponto (xq, yo) com 
inclinação igual a yo'. Veja a Figura 4. 1 . 

O próximo teorema nos fornece condições suficientes para a existência de uma única 
solução para ( 1 ). 
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TEOREMA 4. 1 Existência de uma Única Solução 

Sejam a„(x), a n _ ,(*). .... a, (x), 0(fx) e g(x) contínuas em um intervalo / com a„(x) * 0 para todo 
x neste intervalo. Se x = xq é algum ponto deste intervalo, então existe uma única solução >-(x) para 
o problema de valor inicial (1) neste intervalo. 


EXEMPLO 1 

Você deve verificar que a função y = 3c 1k + e 1: - 3* é uma solução para o problema de valor inicial 

/' “ 4 >• = 12x, y< 0) = 4. /(O) = I. 

Agora, a equação diferencial é linear, os coeficientes, bem como g(x) = 12*. são contínuos e 
A 2 ( a) ss 1 * Oem qualquer intervalo contendo * = 0. Concluímos a partir do Teorema 4.1 que 
a função dada é a única solução. ■ 


EXEMPLO 2 

O problema de valor inicial 

3/"+5/'->' + 7y = 0. y(l) = 0, /( 1) = 0, /'(!) =0, 

possui a solução trivial y = 0. Como a equação de terceira ordem é linear com coeficientes 
constantes, segue-se que todas as condições do Teorema 4.1 são satisfeitas. Logo, y = 0 é a 
única solução cm qualquer intervalo contendo * = I. ■ 


EXEMPLO 3 

A função y = ± sen 4* é uma solução para o problema de valor inicial 

y" + I6y = 0, ><0) = 0, /(0) = I. 

Segue-se do Teorema 4.1 que. cm qualquer intervalo contendo * = 0. a solução é única. ■ 

No Teorema 4.1, a continuidade de a t (x), i = 0, 1, 2 n e a hipótese a n (x) * Opara 

todo * em / são ambas importantes. Especificamente, se a„(x) = 0 para algum x no intervalo, então 
a solução para um problema de valor inicial linear pode não ser única ou nem mesmo existir. 

EXEMPLO 4 

Verifique que a função y = cx 2 + x + 3 é uma solução para o problema de valor inicial 

x 2 y"- 2 xy'+ 2 y = 6. ><0) = 3, > ; (0) = 1, 
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no intervalo (- oo) para qualquer escolha do parâmetro c. 

Solução Como y' = 2cx + 1 e y" = 2c. segue-se que 

x 2 y" - 2xy'+ 2 y = x\2c) - 2x(2cx + 1) + 2 (cr 2 + x + 3) 

= 2 cx~ - 4 cx 2 - 2x + 2ar + 2x + 6 = 6. 

Ainda. yi 0) = c(0) 2 + 0 + 3 = 3 

e y\ 0) = 2c(0j +1 = 1. ■ 

Embora a equação diferencial do Exemplo 4 seja linear e os coeficientes e £(*) = 6 
sejam contínuos em toda a reta, as dificuldades óbvias são que ai(x) = x~ se anula cmr = 0c 
que condições iniciais são impostas também no ponto x = 0. 


Problema de Valor de Contorno 


Um outro tipo de problema consiste cm resolver uma equação diferencial de ordem dois ou 
maior na qual a variável dependente y ou suas derivadas são especificadas em pontas diferentes. 
Um problema como 

Resolva-. a 2 (x) ^ =«(*) 

Sujeita a : y(a ) = j»o. >(*) = Ji 

é chamado de problema de valor de contorno. Os valores especificados y(a) = >>o c y(b) = _yj 
são chamados de condições de contorno ou de fronteira. Uma solução para o problema em 
questão é uma função que satisfaça a equação diferencial cm algum intervalo /, contendo a e b, 
cujo gráfico passa pelos pontos (a. yo) e ( b . ^j). Veja a Figura 4.2 



Figura 4.2 
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EXEMPLO 5 

Você deve verificar que, no intervalo (0, «»), a função y = 3* 2 - 6x + 3 satisfaz a equação 
diferencial e as condições de contorno do problema dc valor de contorno 

O" - 2xy' + 2y = 6. y{ 1) = 0. >< 2) = 3. ■ 

Para uma equação diferencial dc segunda ordem, outras condições de contorno podem 
ser 

y'(a) = >0 . y(b) = yf, 

Áo) = >o. y'0) = yí ; 

ou y'(a) = yó ■ y’(f>) = y{ , 

em que y o, >*o* >’i c y{ denotam constantes arbitrárias. Estes três pares de condições são casos 
especiais das condições gerais dc contorno 

aitfo) + P\y\a) = Yi 

avib) + P 2 y\b) = y 2 . 

Os próximos exemplos mostram que, mesmo quando as condições do Teorema 4. 1 são 
satisfeitas, um problema de valor de contorno pode ter 

(i) várias soluções (como mostrado na Figura 4.2), 

(ii) uma única solução, ou 

(iii) nenhuma solução. 


EXEMPLO 6 

No Exemplo 6 da Seção 1.1, vimos que uma família a dois parâmetros de soluções para a 
equação diferencial y" + 16>’ = 0é 

.v = c | cos 4x + ci sen 4*. 

Suponha agora que queiramos determinar aquela solução para a equação que também satisfaça 
as condições de contorno 


><0) = 0, 


Observe que a primeira condição 


m- 


0 = cos 0 + C 2 sen 0 
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implica c | = 0; assim, y = C 2 sen 4a. Mas, quando x = rc/2, temos 

0 = t *2 sen 2n. 


Como sen 2 n = 0, esta última condição é satisfeita com qualquer escolha de ci. Segue-se então 
que uma solução para o problema 

y" + 16>- = 0 . y{0) = 0 . 

é a família a um parâmetro 

y = C2 sen 4a. 

Como a Figura 4.3 mostra, há uma infinidade de funções satisfazendo a equação diferencial 
cujos gráficos passam pelos pontos (0, 0) e (tc/2, 0). 

Se as condições de contorno fossem >*(0) = 0 e >*(rt/8) = 0, então necessariamente 
c | ec ‘2 deveriam ser ambas nulas. Logo, y = 0 seria uma solução para esse novo problema dc 
valor dc contorno. Dc fato, como veremos mais tarde nesta seção, ela é a única solução. 




EXEMPLO 7 


O problema de valor dc contorno 


yr + 16 y = 0. 


m = o. 



não possui solução na família y = c\ cos 4a + ci sen 4a. Como o Exemplo 6, a condição 
>'(0) = 0 ainda implica C| = 0. Logo, >• = ci sen 4a e, quando a = xc/2, obtemos a contradição 
1 = c 2 * 0 = 0. ■ 


Problemas de valor dc contorno são frcqüentemente encontrados nas aplicações de 
equações diferenciais parciais. 
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4 . 1.2 Dependência Linear e Independência Linear 

Os dois próximos conceitos são básicos para o estudo dc equações diferenciais lineares. 


DEFINIÇÃO 4. 1 Dependência Linear 

Dizemos que um conjunto de funções f\{x),f 2 (x ), .... f„(x) t linearmente dependente cm um 
intervalo / se existem constantes q, c 2 c„ não todas nulas, tais que 

c\f\(x) + c 2 / 2 (x) + ...+ cMx) = 0 


para todo x no intervalo. 


DEFINIÇÃO 4.2 Independência Linear 

Dizemos que um conjunto de funções f(x),f 2 (x), é linearmente independente em um 

intervalo / se ele nào 6 lincarmcnte dependente no intervalo. 


Em outras palavras, um conjunto de funções é linearmente independente cm um intervalo se as 
únicas constantes para as quais 

+ c 2 / 2 (x) + ... + c„/Jx) = 0. 
para todo x no intervalo, são c\ = c 2 = ... c„ = 0. 

É fácil de entender essas definições no caso de duas funções f\(x) e fi(x). Sc as funções 
são linearmente dependentes em um intervalo, então existem constantes c\ e c 2 , que não são 
ambas nulas, tais que, para todo x no intervalo, 

ci/H*) + - 0- 

Portanto, se supomos C\ * 0, seguc-sc que 


/iW = “ M*Y. 

isto é, se duas funções são linearmente dependentes , então uma é simplesmente uma constante 
múltipla da outra. Reciprocamente, se f\(x) = cjfi(x) para alguma constante c, então 

(- 1) x fi(x) + cfáx) = 0 


para todo x em algum intervalo. Logo, as funções são linearmente dependentes, pois pelo menos 
uma das constantes (a saber c\ = — 1 ) não é nula. Concluímos que duas funções são linearmente 
independentes quando nenhuma delas é múltipla da outra em um intervalo. 
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EXEMPLO 8 

As funções f\(x) = sen 2 a: e fi(x) = sen a: cosa: são lincarmentc dependentes no intervalo 
(- oo, oo), pois 

c\ sen 2x + c 2 sen.r cosa: = 0 

é satisfeita para todo x real se c\ = 1/2 e c 2 = — I. (Lembre-se da identidade trigonométrica 
sen 2x = 2 sen x cosa:.) ■ 


EXEMPLO 9 

As funções f\(x) = x e fi(x) = W são linearmente independentes no intervalo (-oo, oo). Inspe- 
cionando a Figura 4.4, convencemo-nos de que nenhuma função é múltipla da outra. Logo, para 
terci/|(A) + C 2 Íi(x) - 0 para todo Arreai, devemos escolher cj = 0ec2 = 0. ■ 




Na consideração dc dependência linear ou independência linear, o intervalo no qual as 
funções são definidas é importante. As funções f\(x) = x e fi(x) = Ld do Exemplo 9 são 
linearmente dependentes no intervalo (0, »). pois 

C| x + c 2 W = C|a: + C 2 A = 0 
é satisfeita se, por exemplo, c\ = 1 e c 2 = — 1. 


EXEMPLO 10 

As funções /| ( a:) = cos 2 a;/ 2 (a:) = sen 2 *,/^) = sec~x,f^(x) = tg 2 Ar são linearmente dependentes 
no intervalo (- k/ 2 , k/ 2 ), pois 

C| cos 2 a: + c 2 sen 2 A: + c^sec^x + C 4 tg 2 x = 0, 

quando Cj = c 2 = 1, c 3 = - 1, C 4 = 1. Observamos que cos 2 a: + sen 2 x = 1 e 1 + tg 2 * = sec 2 *. 
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Dizemos que um conjunto de funções f\(x) % f 2 (x ), ..., f n {x) é lincarmente dependente 
em um intervalo se pelo menos uma função pode ser expressa como uma combinação linear das 
outras funções. 


EXEMPLO 11 

As funções f\(x) = f x + 5, />(.*) = f~x + 5x % fy(x) = x - l,/ 4 (x) = x 2 são linearmenlc de- 
pendentes no intervalo (0, ©©), pois / 2 pode ser escrita como uma combinação linear de /|,/ 3 c / 4 . 
Observe que 

fl(x) = I x /,(*) + 5 x f$(x) + 0x f 4 (x) 

para todo x no instante (0, ©o). ■ 

Wronskiano 

O seguinte teorema proporciona condição suficiente para a independência linear de n funções em 
um intervalo. Supomos que cada função seja difercnciávcl pelo menos n - 1 vezes. 

TEOREMA 4.2 Critério para Independência Linear de Funções 

Suponha que f\(x) t f 2 (x), sejam diferenciáveis pelo menos n - I vezes. Se o determinante 

f\ h ••• fn 

f{ fí ... fn ; 

• • • 

. 

• • • 

/,(« - 1 )/ 2 (" - «... /„(« - o 

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo /, então as funções f{x), fi(x), ...,f n (x) 
serão lincarmente independentes no intervalo. 

O determinante do teorema precedente é denotado por 

V*V,(x). f 2 (x) f n {x)) 

e é chamado o Wronskiano* das funções. 


Josef Maria Hoene Wronski (1778-1853) Nascido na Polônia e educado na Alemanha, Wronski 
passou a maior parte de sua vida na França. Mais um filósofo do que um matemático, ele acreditou 
que a verdade absoluta podçria ser alcançada através da matemática. Sua única contribuição digna 
de nota à matemática foi o determinante acima. Sempre um excêntrico, eventuaimente tinha crises 
de insanidade. 
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Demonstração Provamos o Teorema 4.2 por contradição no caso em que n = 2. 
Suponha que W(/j(* o), />(*o)) * 0 P ara um xq fixado no intervalo / e que, f\(x) e /jt*) sejam 
lincarmente dependentes no intervalo. O fato de que as funções são linearmente dependentes 
significa que existem constantes c\ e C 2 , não ambas nulas, para as quais 

C|/|(x) + c 2 f 2 (x) = 0 

para todo x em /. Derivando essa combinação, temos 

c\f\(x) + c 2 fi(x) = 0. 


Obtemos então um sistema de equações lineares 

C\í(x) + c 2 f 2 (x) = 0 

c \f í (*) + c 2 f 2 (x ) = 0. 



Mas a dependência linear de f\ e /> implica que (2) possui uma solução não trivial para cada x no 
intervalo. Logo, 

fM f 2 (x) =o 
f\(x) fí(x) 

para lodo x em /.* Isso contradiz a suposição de que W(fí(xfe). f 2 (x 0 )) * 0. Concluímos que f 
f 2 são lincarmente independentes. 


W(fl(x). f 2 (x)) = 


COROLÁRIO 

$e/|(*) t / 2 (* ),..., /,,(*) possuem pelo menos n - 1 derivadas e são linearmente dependentes em /, 
então 

Wi(x).Mx),...Ux))= o 

para todo x no intervalo 


EXEMPLO 12 

As funções /|( a) = sen 2 *e / 2 (a) = 1 - cos 2* são lincarmente dependentes em (-«*», <*>)• (por 
quê?) Pelo corolário precedente, W(sen~*, 1 - cos 2*) = 0 para todo número real. Para ver 
isso, fazemos o seguinte cálculo: 

sen 2 * 1 - cos 2* 

2 sen* cos* 2 sen 2* 


Vy(sen 2 *, I - cos 2*) = 


* 


Veja o Apêndice III para obter uma revisão sobre determinantes. 


□ « 
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= 2 sen 2 * sen 2* - 2 sen * cos x 
+ 2 sen x cos x cos 2x 
= sen 2*[2 sen 2 * - I + cos 2*) 

= sen 2x[2 sen 2 * - 1 + cos 2 * - sen 2 *] 

= sen 2*[sen 2 * + cos 2 * - I ] = 0 

Aqui, usamos as identidades trigonométricas sen 2* = 2 sen* cos*. cos 2* = cos 2 * - seir* 
e sen 2 * + cos 2 * =1. ■ 

EXEMPLO 13 

Para/|(*) = e m, \ f>(x) = e m * 9 m { * m 2 , 

p!T% \X 

W(e m ".* m > x ) = m r m t = (m 2 - 

ftt \e 1 m 2 e - 

para todo valor rea! dc *. Logo./| e f 2 são lincarmcntc independentes cm qualquer intervalo do 
eixo *. ■ 


EXEMPLO 14 

Se a c p são números reais, p * 0. então >*| = e ax cospx e y 2 = e rtv sen/?* são linearmente 
independentes em qualquer intervalo do eixo *. pois 

e™ cosPx e ax scn /?* 

-/?e a 'scn/S* + ae a: cos/3* Pe ax cos/?* + ae tlx sen Px 

= Pe^ ix (coêpx + sen 2 /?*) = /te 2 " 1 * 0. 

Observe que. quando a = 0, cos/?*c sen/?*./? * 0. são também linearmente independentes em 
qualquer intervalo do eixo *. ■ 


W(e ax cospx, e“ x sen/?*) = 


EXEMPLO 15 

As funções f\(x) = e x ,f 2 (x) = xe x c fy(x) = x 2 e x são linearmente independentes em qualquer 
intervalo do eixo *. pois 
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W(e x ,xe\x 2 e x ) = 


e x xe x 
e x xe x + e x 
e x xe x + 2e x 


xV 

x 2 e x + 2xe x 
x 2 e x + 4xe x + 2e l 



não se anula em ponto algum. ■ 

EXEMPLO 16 

No Exemplo 9, vimos que f\(x) = x c />(x) = W são linearmente independentes em (-°o. «>); 
porém, não podemos calcular o Wronskiano, pois /> não é diferenciávcl cm x = 0. ■ 

Deixamos como exercício mostrar que um conjunto de funções /j(x), / 2 (x) f,(x) 

pode ser linearmente independente em algum intervalo, mesmo que o Wronskiano seja nulo. 
Veja o Problema 30. Em outras palavras, se W{f\(x) % f£x) % ...f n (x) = 0 para todo x em um 
intervalo, isso não implica necessariamente que as funções sejam lincarmcntc dependentes. 


4.1.3 Soluções para Equações Lineares 

Equações Homogêneas 

Uma equação diferencial de n-ésima ordem da forma 

+ “n - 1 W 7 T — 7 + ••• + + « 0 (*)y = 0 (3) 

dx n dx n - 1 ax 

é chamada homogênea, enquanto 

0 ^) 7 ^ + On - f + ao(*ly = *(*). (4) 

d x n dx* ~ 1 

com g(x) não identicamente zero, é chamada de não-homogênea. 

A palavra homogênea neste contexto não se refere aos coeficientes como sendo 
funções homogêneas. Veja a Seção 2.3. 

EXEMPLO 17 

(a) A equação 2 y" + 3 y' - 5y = 0 

é uma equação diferencial ordinária linear de segunda ordem homogênea. 

(b) A equação x 3 /" - 2xy" + 5 y' + 6y = e x 
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é uma equação diferencial ordinária linear de terceira ordem não-homogênca. 

Veremos na última parte desta seção, e também nas seções subseqüentes deste 
capítulo, que, para resolver uma equação não-homogênea (4), devemos primeiro resolver a 
equação homogênea associada (3). 

Nota Para evitar repetições desnecessárias no decorrer deste texto, faremos sempre as seguin- 
tes suposições importantes com relação às equações lineares (3) e (4). Em algum intervalo /. 

. os coeficientes a,(x), i = 0, I, ..., /i, são contínuos; 

• a função g(.c) é contínua; e 

• «,,(*) * 0 P ara l °d° x no intervalo. 


Princípio de Superposição 

No próximo teorema, vemos que a soma, ou superposição, de duas ou mais soluções para uma 
equação diferencial linear homogênea é também uma solução. 

TEOREMA 4.3 Princípio da Superposição - Equações Homogêneas 

Sejam y\, y 2 . .... y* soluções para a equação diferencial linear dc n-ésima ordem homogénea (3) em 
um intervalo /. Então, a combinação linear 

y = C|yi(x) + c&Ax) + ... + c*y*(x). (5) 

em que os c„ 1 = 1.2 k % são constantes arbitrárias, é também uma solução no intervalo. 

Demonstração Provaremos o caso n = k = 2. Sejam y\(x) c yi{x) soluções para 

ai(x)y" + a|(x)/ + a^x)y = 0. 

Sc definirmos >• = c*|>’|(x) + c-yyi(x), então 

+ C2)í' ] + fll(*){ctfí + C 2>'2 1 + OoC*)[<-|>'| + C2>'2l 

= C||<i2(*)> - í" + aiWyf + uoWyil + Ql^Wyí' + aitoyí + "<Mv2l 

^ ^ 

I zero l I zero I 

= C\ x 0 + c 2 X 0 = 0. □ 

^OROLÁRIOS 

(A) Um múltiplo y = cd»j(x) de uraa solução y|(x) para uma equação diferencial linear ho- 
mogênea é também uma solução. 

(B) yma equação diferencial linear homogênea sempre possui a solução trivial y = 0 
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O princípio da superposição definido por (5) e seu caso especial dado no Corolário (A) 
são propriedades que equações diferenciais não-lineares, em geral, não possuem. Veja os Proble- 
mas 31 e 32. 


EXEMPLO 18 

As funções = x 2 e y 2 = x 1 Inx 

são ambas soluções para a equação homogênea de terceira ordem 

x 3 y'" - 2xy’ + 4y = 0 

no intervalo (0. °°). Pelo princípio da superposição, a combinação linear 

y = c\x 2 + qx 2 * n x 

é também uma solução para a equação no intervalo. ■ 


EXEMPLO 19 

As funções >| = e x , yi = e lx e >3 = e 3x satisfazem a equação homogênea 



cm (- «o, 00). Pelo Teorema 4.3, uma outra solução é 

y m C \e* + c 2 e lx + C3* 3x . ■ 


EXEMPLO 20 

A função y = x 2 é uma solução para a equação linear homogênea 

x 2 y" - 3 xy' + 4y = 0 

em (0, 00). Portanto, y = cx 2 é também uma solução. Para vários valores de c, vemos que 
y = 3x 2 , y = ex 2 % y = 0, ... são todas soluções para a equação no intervalo. ■ 

Soluções Linearmente Independentes 

Estamos interessados em determinar quando n soluções y\, >2, y n para a equação diferencial 
homogênea (3) são linearmente independentes. Surpreendentemente, o Wronskiano não nulo de 
um conjunto de n soluções em um intervalo / é necessário e suficiente para a independência 
linear. 
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TEOREMA 4.4 Critério para Independência Linear de Soluções 

Sejam yj, .... y H n soluções para a equação diferencial linear homogênea de /i-esima ordem (3) 
em um intervalo /. Então, o conjunto de soluções é linearmente independente em / se e somente se 

w^i. n y-.) * o 

para todo x no intervalo. 

Demonstração Provemos o Teorema 4.4 no caso n = 2. Primeiro, se W(yj, y 2 ) * 0 
para todo x em /, scguc-sc imediatamente do Teorema 4.2 que y\ c >'2 são lincarmenie indepen- 
dentes. Agora, devemos mostrar que. se y\ e yj são soluções linearmente independentes para 
uma equação diferencial linear homogênea de segunda ordem, então W(yj, yi) *■ 0 para todo x 
em /. Para ver isso, vamos supor que y\ e yi sejam lincarmcntc independentes c que exista um 
ponto .*o em / para o qual W(yi(xü), y2(*o)) = 0- Logo. existem c\ e C 2 , não nulas, tais que 

<Wl(*>) + = 0 

<=\ y( (*<>) + c&{ ( xq ) = 0 . ( 6 ) 

Se definirmos y(x) = ciyrfx) + C 2 y 2 <x), 

então, cm vista de (6), y(x) satisfaz também 

y(* o) = o. y'(*o) = o. (7) 

Mas a função identicamente nula satisfaz a equação diferencial e as condições iniciais (7). 
Portanto, pelo Teorema 4. 1 , ela é a única solução. Em outras palavras, y = 0, ou seja, 

c\y\(x) + C 2 >* 2 (x) = 0 

para todo x em /. Isso contradiz a suposição de que y\ e >'2 são lincarmente independentes no 
intervalo. □ 

9 

Da discussão acima, concluímos que, quando >*|, y 2 * •••* yn são n soluções para (3) em 
um intervalo /, o wronskiano é identicamente nulo ou nunca se anula no intervalo. 


DEFINIÇÃO 4.3 Conjunto Fundamental de Soluções 

Qualquer conjunto y lt y*..., y n de n soluções linearmente independentes para a equação diferencial 
linear homogênea de n-ésima ordem (3) em um intervalo / é chamado de coqjunto fundamental de 
soluções no intervalo. 
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! TEOREMA 4.5 

Sejam y\ t y 2 , •••> Yn n soluções linearmente independentes para a equação diferencial linear ho- 
mogênea de n-ésima ordem (3) em um intervalo 7. Então, toda solução y(x) para (3) é uma 
combinação linear das n soluções independentes jq, .... y H , ou seja, podemos encontrar constan- 
tes C|, C 2 , .... C», tais que 

y = Ctflto + PzftC*) + — + C„y„(x). 


Demonstração Provamos o caso n = 2. Seja Y uma solução e sejam y\, y 2 duas 
soluções linearmente independentes para 

02 (*)y" + *\ (*)/ + oq (x)y = 0 


em um intervalo I. Suponha que x = / seja um ponto desse intervalo para o qual W(>>|(í), y 2 (t)) * 0. 
Suponha também que os valores de Y(t)c Y* (f) sejam dados por 

Y(t) = k\ % r(t) = k 2 . 


Sc examinarmos agora o sistema de equações 

CtflíO + Cjyjff) =*i 


C,yí(/) + Cfcf (I) = k 2 . 

segue-se que podemos determinar Cj e C2 de maneira única, desde que o determinante dos 
coeficientes satisfaça 


> i (0 > 2(0 
> 1(0 > 2(0 


* 0. 


Mas esse determinante é simplesmente o wronskiano calculado no ponto x = t e, por 
hipótese, W * 0. Definindo então a função. 


observamos que: 


0(x) = C,y,(x) + Ctfiu) 


(i) G(x) satisfaz a equação diferencial, pois ela é a superposição de duas soluções 
yle>2. 

(ii) G(x) satisfaz as condições iniciais 

0(0 = C,y,( 0 + C2> 2 (0 = 

G'(0 = CurfCO + CzyíO) = *2- 

(iii) Y(x) satisfaz a mesma equação linear e as mesmas condições iniciais. 
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Como a solução para esse problema linear de valor inicial é única (Teorema 4.1), 
temos IX*) = G(x), ou 

roo = CiyiU) + C2}2(x). □ 

A questão básica de existência de um conjunto fundamental para uma equação linear 
é respondida no próximo teorema. 


TEOREMA 4.6 Existência de um Conjunto Fundamental 

Existe um conjunto fundamental de soluções para a equação diferencial linear homogênea de 
n-ésima ordem (3) em um intervalo /. 


A prova deste resultado segue-se do Teorema 4.1. A justificativa do Teorema 4.6 no caso 
especial dc equações dc segunda ordem é derivada como exercício. 

Como mostramos que qualquer solução para (3) é obtida por uma combinação linear 
de funções cm um conjunto fundamental de soluções, podemos dar a seguinte definição. 


DEFINIÇÃO 4.4 Solução Geral Equações Homogêneas 

Sejam y|, >2» •••» y n n soluções linearmente independentes para a equação diferencial linear ho- 
mogênea de n-ésima ordem (3) em um intervalo /. A solução geral para a equação no intervalo é 

y = qyito + c&iQc) + ... + c„y n (x), 

* i _ » . 7 » • . I . • • f 

* v . . J i • » »• * .< t . w * * 

em que os q, i = 1, 2, n são constantes arbitrárias. 

.% * 'V» '<• 1 - _< 1 14*. t v*| i i t * • ■ + • ~ *' ■ ' * •• »'•* i * r i ■ * v * & - *• ’ 1 / • v • 

Lembre-se de que a solução geral, como definida na Seção 1.1, é também chamada de solução 
completa para a equação diferencial. 


EXEMPLO 21 


A equação de segunda ordem y ' - 9>* = 0 possui duas soluções 

y, e yj = é' 3 *. 


Como 


W(e 


3x \x j _ 


3* 


lc 


e - 3 ' 

-3í-^ 


= -6 * 0 


para todo valor de x % y\ e y 2 formam um conjunto fundamental de soluções em (- <», *»). A 
solução geral para a equação diferencial no intervalo é 
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EXEMPLO 22 

Você deve verificar que a função y = 4 senh 3x - 5e~ 3x também satisfaz a equação diferencial 
do Exemplo 21. Escolhendo c\ = 2, C 2 = - 7 na solução geral >• = C|£ 3 * + c 2 e~ 3x , obtemos 

y = 2e ix - le'* 


= 2 * 3 * - 2e~ k - Se' 3 * 



= 4 senh 3x - 5e 



EXEMPLO , 23 

As funções y\ = e x t y 2 = e 1 * e >3 = e 3x satisfazem a equação de terceira ordem 

A + U%-6y = 0. 
dx 3 dx 2 dx ’ 

e x e 2x e 3x 

Como W(e x , e 2x % e 3x ) = e * 2e lx le 3 * = 2e 6x * 0 

e X ^Ix g e 3x 

para todo valor real de x, y j t y 2 e >3 formam um conjunto fundamental de soluções cm (- 00 , 00 ). 
Concluímos que 

y = c,e x + c 2 e 2x + c 3 f 3x 

é a solução geral para a equação diferencial no intervalo. ■ 

Equações Não-homogêneas 

Voltamos agora nossa atenção para a definição de solução geral para uma equação linear 
não-homogênea. Qualquer função y p , independente de parâmetros, que satisfaça (4) é chamada 
de solução particular para a equação (algumas vezes é chamada de integral particular). 



(a) Uma solução particular para 

/' + 9y = 27 
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éy p = 3 pois y" = 0e0+ 9 y p = 9(3) = 27. 

(b) y p = x- xé uma solução particular para 

x 2 y" + 2 xy' - 8y = 4* 3 + 6x 
pois y p = 3x 2 - 1, y p = 6x, c 

- 8y p = -r 2í6í) + 2x(3.r - 1) -8 (x 3 - x) = 4.^ + 6*. . ■ 

TEOREMA 4.7 

Sejam y 1? y 2 , •••* Yn soluções para a equação diferencial linear homogênea de n-ésima ordem (3) 
cm um intervalo I c seja y p qualquer solução para a equação não-homogênea (4) no mesmo 
intervalo. Então, 

y = «unto + C2WW + — + ctyt(-c) + yfr) 

6 também uma solução para a equação não-homogênea no intervalo para quaisquer constantes 
Cj. C 2 . •••. c*. 

Podemos agora provar o análogo do Teorema 4.5 para as equações diferenciais não- 
homogêncas. 

TEOREMA 4.8 . , 

Seja y p uma dada solução para a equação diferencial linear não-homogênea de n-ésima ordem (4) em ' 
um intervalo / e sejam {yj, y* •••» y„ } um conjunto fundamental de soluções para a equação 
homogênea associada (3) no intervalo. Então, para qualquer solução Y{x) de (4) cm /, podemos 
encontrar constantes C\ t C 2 , .... C„ tais que 

y = CtfiM + C-m(x) + ... + c„y n (x) + y/x). 

Demonstração Provamos o caso n = 2. Suponha que Y e y p sejam ambas soluções 

para 

«2Í*)y" + «iW/ + °dx)y = *(■*)■ 

Se definirmos uma função u por u(x) = K(x) - y p (x). então 
a 2 (x)u" + a,(x)u' + a^x)u 

= a 2 (x)[Y" - y"\ + a,(*)ir - y’\ + a^x)[Y - y p \ 

= a 2 (x)Y"+ a,(x)l" + adx)Y- [a 2 (x)y p " + a,(x»/ + 

= «(*) - g(x) = o. 
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Portanto, em vista da Definição 4.4 e do Teorema 4.5. podemos escrev 

«(*) = Ctfiíx) + Ciyi(x) 

*X*) - y p (x) = C|3>|W + Ciy 2 M 

ou Y(x) = C& |(x) + Cytfx) + >>(x). □ 

Logo, chegamos à última definição desta seção. 

DEFINIÇÃO 4.5 Solução Geral - Equações Não-homogêneas 

Seja y p uma dada solução para a equação diferencial linear não-homogênea de n-ésima ordem (4) em 
um intervalo / e seja 

y c = C|Jíi(x) + cjyfa) + ... + c„y n (x) 

4 I » l* , % K ^ 4 Jjl ^ •• • r . % , ^ | ' ** * 4 

a solução geral para a equação homogênea associada (3) no intervalo. A solução geral para a 
équâçâo não-homogênea no intervalo 6 definida por 

y « C]yi(x) + cwúx) + ... + c„y n (x) + y p (x) = y c (x) + y p (x). 


Função Complementar 

Na Definição 4.5, a combinação linear 

>cM = ciyi(x) + c^y-iix) + ... + c„y n (x), 

que é a solução geral para (3), é chamada de função complementar para a equação (4). Em 
outras palavras, a solução geral para uma equação diferencial linear não-homogênea é 

y = função complementar + qualquer solução particular. 


EXEMPLO 25 

Por substituição, verificamos facilmente que a função y p 
lar para a equação não-homogênea 


j-j - ^ x é uma solução particu- 


&- 6 & + u ^- 6y = 3x . 

dx 3 dx- dx 



Para escrever a solução geral para (8), devemos também ser capazes de resolver a equação 
homogênea associada 

!& . 6 & + _ 6 o 

dx 3 dx 2 dx 
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Mas no Exemplo 23 vimos que a solução geral para essa última equação no intervalo (- °«, <*>) ' 
era 

y c = c\e x + cyr* + cye**. 
portanto, a solução geral para (8) no intervalo é 

y = y c + y P = <= \e ' + c ^ + cj* 3 * - - \ x - ■ 

Outro Princípio de Superposição 

0 último teorema dessa discussão será útil na Seção 4.4, quando considerarmos um método para 
encontrar soluções particulares para equações não-homogêneas. 

TEOREMA 4.9 Princípio de Superposição - Equações Não-homogêneas 

1 0 * • 

Sejam y p i, y p2 , .... y p k k soluções particulares para a equação diferencial linear de n-ésima ordem 

(4) cm um intervalo /, correspondendo a k funções distintas g ]( g 2 g* . Isto é, suponha que y pí 

seja uma solução particular para a equação diferencial correspondente 

| a n (x)y (n) + a„ _ { (x)y (n “ ° + ...+ a,W/+ “oW)' = *(*). 

■ ' ^ ^ ^ t a . - ^ » 

em que í = 1, 2, ...» A:. Então, rV - 

y P = y P i(x) + y P i(x) + .... + y p M 

^Éi i t \ ^ ''Ti a a 1 v 4 m A * 


é uma solução particular para 



a n (x)y {n) + On - lWy (n " °+ ... + ai(x)y' + a^x)y 

' 1 < r í * a . 11 ;>• ir* 4 • 

y 1 ‘ 

■KJÜt r. .t\i ± j.tf/:. 

= *i(*> + g&) + + gá*Y 

A ^ a » ■ a i ^ a a t V a % ( a a V ■ a \ a % f ^ ^ 1 

Deixamos 

• » * • | » • 1 * A# «AA. • r . •» f % J • • • 

a prova desse resultado quando * = 2 como exercício. Veja 0 Problema 50. 

EXEMPLO 

26 


Você deve verificar que 

yp\ = - 4* 2 é uma solução particular para y" - 3 y' + 4 y = - 16* 2 + 24* - 8 

ypl = e lx é uma solução particular para y" - 3 y + 4y - le^~ x 

yp 3 = xe x é uma solução particular para y" - 3 y' + 4y = 2xe x - e x . 

Segue-se do Teorema 4.9 que a superposição de y p j, y p2 e y p 3 , 



função 

aplicada 
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4. 1 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 448 a 450. 

[4.1.1] 

1. Sabe-se que y = cie* + cie~ l 

6 uma família a dois parâmetros de soluções para y" - y = 0 no intervalo (- <*>, *»). Encontre um 
membro dessa família satisfazendo as condições iniciais ><0) = 0,/(0) = 1. 


.V = y P I + >>2 + y P 3 = -4jt + e 2 * + xe\ 


e uma solução para 


«M 


gl{x) 


g 2 {x) 


Antes dc realmente começarmos a resolver equações diferenciais homogêneas e não- 
homogêneas, precisamos ainda da teoria adicional apresentada na próxima seção. 


Nota Um sistema físico que varia com o tempo e cujo modelo matemático é uma 
equação diferencial linear 


a n 0)y {n) + a n _ ,(/)y (n ‘ l) + ...+ a,(/)/ + a 0 (/)>• = g{t) 


é chamado de sistema linear. Os valores das variáveis y(í), /(/). ...» y^ n ~ l \t) cm um tempo 
específico to descrevem o estado do sistema. A função g é chamada dc função aplicada, função 
dc força ou função de excitação. Uma solução >*(/) para a equação diferencial é chamada dc 
saída ou resposta do sistema. A dependência da resposta à função aplicada é ilustrada na Figura 
4.5. 


Figura 4.5 


Para que um sistema físico seja um sistema linear, é necessário que o princípio dc 
superposição (Teorema 4.9) seja válido no sistema; isto é, a resposta do sistema a uma super- 
posição de aplicações é uma superposição de respostas. 
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2. Encontre uma solução para a equação diferencial do Problema I satisfazendo as condições de 
contorno y(0) = 0, y( 1) = l. 

3. Sabe-se que y = c\e 4 ' + cie~ * 

é uma família a dois parâmetros de soluções para v" — 3 >•' - 4v = 0 no intervalo (-«, «»). 
Encontre um membro dessa família que satisfaça as condições iniciais y{0) = 1, y'(0) = 2. 

4. Sabc-se que y = ci + C 2 cos x + o sen x 

é uma família a três parâmetros de soluções para y'" + y' = 0 no intervalo (-<*>. <«). Encontre um 
membro dessa família que satisfaça as condições iniciais y(iz) = 0. /(*) = 2. y" ( n ) = - I. 

5. Sabe-se que y = c\x + cy: In x 

é uma família a dois parâmetros de soluções para x 2 y" - xy' + y = 0 no intervalo (-oo, oo). 
Encontre um membro dessa família que satisfaça as condições iniciais ><l) = 3, y'( I ) = - 1. 

6. Sabe-se que y = ci + cyT 

é uma família a dois parâmetros de soluções para xy" - y' = 0 no intervalo (- <«, oo). Mostre que 
não existem constantes c \ e ci para que um membro dessa família satisfaça as condições iniciais 
y(0) = 0. y'(0) = I. Explique por que isso não constitui uma violação do Teorema 4. 1 . 

7. Encontre dois membros da família de soluções para xy" - /= 0 dada no Problema 6, que satisfaçam 
as condições iniciais y(0) = 0. y'(0) = 0. 

8. Encontre um membro da família de soluções para xy" - y = 0 dada no Problema 6. que satisfaça as 
condições de contorno y(0) = 1. y'( l) = 6. O Teorema 4. 1 garante que esta solução é única? 

9. Sabc-se que y = cie 1 cosx + cie* senx 

é uma família a dois parâmetros de soluções para y" — 2 y' + 2y = 0 no intervalo (-«*», °°). 
Encontre, se existir, um membro dessa família que satisfaça as condições 

(a) y(0) = 1. y'(0) = 0 (b) y<0) =1, y(Ji) = - 1 

(c) y{0) = l. y(K/ 2) = 1 (d) y< 0) = 0, ><*) = 0. 

10. Sabe-se que y = c\x 2 + cjr J + 3 

é uma família a dois parâmetros de soluções para x 2 y" - 5 xy' + 8y = 24 no intervalo (-«», oo). 
Encontre, se existir, um membro dessa família que satisfaça as condições 

(a) y(- 1) = 0. y< 1) = 4 (b) ><0) = 1. y(l)= 2 

(c) y{0) = 3, y(l) = 0 (d) y< 0) = 3. y( 2) = 15. 

Nos Problemas 1 1 e 12. encontre um intervalo em tomo de x = 0 no qual o problema de valor inicial dado 
tenha uma única solução. 

11. (x - 2 )y" + 3 y = *; y<0) = 0. y'( 0) = 1 

12. y" + (lg Jt)y = e'; y(0) = l. }'(0) = 0 
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13. Sabe-se que y = c i cos Xx + ci sen Xx é uma família de soluções para a equação diferencial 
y" + X 2 y = 0. Determine os valores de parâmetro X para os quais o problema de valor de contorno 

y" + X 2 y = 0. ><0) = 0. ><Ji) = 0. 

possua soluções não triviais. 

14. Determine os valores do parâmetro X para os quais o problema de valor de contorno 

y" + X 2 y XO. j(0> = 0. y<5) = 0, 

possua soluções não triviais. Veja o Problema 13. 

[4.1.2] 

Nos Problemas 15-22, determine se as funções dadas são linearmente independentes ou dependentes em 


(-°o, oo). 



15. f(x) = X, 

M*) = -c 2 . 

Mx) = 4* - 3x 2 

16. f(x) = 0. 

fl(x) = X. 

Mx) = í 1 

17. /i(x) = 5. 

/2<X) = COS 2 , 

Mx) = sen J 4T 

18. /i(x) = cos 2x, 

fÁx) = 1. 

Mx) = cos 2 X 

19. /,(x) = x. 

Mx) = X - 1. 

Mx) = x + 3 

20. /i(x) = 2 + x. 

/2(X) = 2 + Ixl, 


21. /i(x) = 1 + x, 

Mx) = X, 

Mx) = x 2 

22. /i(x) = 

Í2(X) = e~\ 

Mx) = senhx 

Nos Problemas 23-28, mostre, calculando o Wronskiano, que as funções dadas são lincarmente indepen 
dentes no intervalo indicado. 

23. x' n . x 2 \ (0. ~ 

) 

24. 1 + x. x 3 ; (-oo, oo) 

25. senx, coscx; (0. 7t) 

26. tgx, cotgr, (0. n/2) 

27. «■'. *- r . A (- 

-oo, oo) 

28. x, x ln x, x 2 ln x; (0, ») 


29. Observe que, para as funções f\(x) = 2 e fi(x) = e x . 

1 x/,(0)-2x/2<0) = 0. 

Isso implica que as funções f\ e / 2 são linearmente dependentes em qualquer intervalo contendo 
x = 0 ? 

30. (a) Mostre graficamente que /j(x) = x 2 e / 2 (x) = xW são linearmente independentes em (- °°, °°). 
(b) Mostre que W (f x (x), / 2 (x)) = 0 para todo número real. 
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[4.1.31 

31. (a) Verifique que y = l/x é uma solução para a equação diferencial não-linear y" = 2y 3 no inter- 

valo (0, <**). 

(b) Mostre que um múltiplo >• = c/x não é uma solução para a equação quando c * 0. ± I. 

32. (a) Verifique que y ( = l e y* = Inx são soluções para a equação diferencial não-linear 

y" + (y ') 2 = 0 no intervalo (0. »). 

(b) y | + >’2 é uma solução para a equação? c\y ( + c^. c l e r 2 constantes arbitrárias, é uma solução 
para a equação? 

Nos Problemas 33-40, verifique que as funções dadas formam um conjunto fundamental de soluções para 
a equação diferencial no intervalo indicado. Forme a solução geral. 

33. y" - / - I2y = 0; c ~ 3j . e 4 *. ~) 

34. y" - 4y * 0; cosh 2x, senh lx, (-©«. ©«) 

35. y" - 2y' + 5y = 0; e l cos 2x. e* sen 2x. (-©©, «) 


36. 

4y" 

- 4y' + y = 0; 

e" 2 . (-«o. ~) 

37. 


- 6xy' + 12y = 

0: x 3 . x 4 . (0. ©©) 


38. 

x 2 y" 

+ xy' + y = 0; 

cos(lnx), scn(ln x). 

(0. -) 

39. 

*y 

' + 6 x 2 y" + 4xy' 

- 4y = 0; x, x" 2 . 

x~ 2 In x. (0. ~) 

40. 

y (4> 

f y" = 0; l. x. 

cosx, senx, (-©©, 

~) 


Nos Problemas 41-44, verifique que a dada família a dois parâmetros de funções é a solução geral para a 
equação diferencial não-homogênea no intervalo indicado. 

41. y" - 7/ + 10y = 24e* 

y = cie 2 * + C2e** + 6e*. (-©o, ©o) 

42. y" - y = sccx 

y = ci cosx + C 2 senx + xsenx + (cosx) In(cosx), (-ji/2, k/2) 

43. y" - 4 y' + 4y = 2c 2 * + 4x - 12 

y = cie 2 * + C 2 xe“‘ + x 2 e 2 * + x — 2, (-©©,©«) 


44. 2x 2 y" + 5xy' + y = x 2 - x 

y = cix“ 1/2 + C 2 x" 1 + x 2 - ~x, (0. ©©) 


45. (a) Verifique que yj = x 3 e y 2 = Ld 3 são linearmente independentes da equação diferencial 
x 2 y" - 4xy' + 6y = 0em(-«, ©©). 
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(b) Mostre que W(yi % y 2 ) = 0 para lodo número real. 

(c) O resultado da parte (b) viola o Teorema 4.4? 

(d) Verifique que Y l = x 3 e Y 2 = x 2 são também soluções lincarmente independentes para a 
equação diferencial no intervalo (- 0 *». »). 

(e) Encontre uma solução para a equação que satisfaça v(0) = 0, >*'(0) = 0. 

(f) Pelo princípio da superposição ambas as combinações lineares 

>• = c,y, + Ctfi e y = C\Y\ + c 2 Y 2 

são soluções para a equação diferencial. Qual delas é a solução geral para a equação diferencial 
em (- <*)? 

46. Considere a equação diferencial de segunda ordem 

a 2 (x)y" + a,(x)y' ♦ a^x)y = 0. (9) 

em que a 2 (x). a,(x) e a„(x) são continuas em um intervalo / c fl 2 U) * 0 para todo x no intervalo. Pelo 
Teorema 4.1. existe somente uma solução >*, para a equação que satisfaça y(xo) = 1 c v'(.to) = 0. cm 
que xo 6 um ponto de /. Da mesma forma, existe uma única solução y 2 para a equação que satisfaça 
y(xo) = 0 c y'(xo) = 1. Mostre que yj c y 2 formam um conjunto fundamental de soluções para a 
equação diferencial no intervalo /. 

47. Sejam yi c yi duas soluções para (9). 

(a) Se 1V(y|, y 2 ) é o Wronskiano de y ( e y 2 , mostre que 

AW 

fl 2 (x)^ -f ai (x)W = 0. 

(b) Deduza a fórmula de Abel* 

W = uWMVWV* 

em que c é uma constante. 



Nleb Henrík Abel (1802-1829) Abel foi um brilhante matemático norueguês cuja morte trágica 
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(c) Usando uma forma alternativa da fórmula dc Abel 

-( i ativa#)#! 
W = ce ‘o 


para xq em /. mostre que 


-r 


)’2> = W(xo)e «o 




(d) Mostre que. se IVfq,) = 0. então W = 0 para lodo x em /, enquanto, se VV^) * 0. então W * 0 
para todo x no intervalo. 

Nos Problemas 48 e 49. use os resultados do Problema 47. 

48. Se yi e yi são duas soluções para 

(1 - x 2 )y" - 2xy' + n(n + !)>• = 0 

cm (-1. I). mostre que W(yi. >?) = c/(l - x 2 ). em que ré uma constante. 

49. No Capítulo 6. veremos que as soluções y\ c >*2 para xy " + >•' + xy = 0. 0 < x < <», são séries 
infinitas. Suponha que consideremos as condições iniciais 

yi(*o) ■ *|. y[ t«b) = *2 

e >2(-*o) = *3. yí (*o) = *4 

para xq > 0. Mosirc que 

<*1*4 - *2*3**0 

* r 0'i. n) = 

50. Suponha que um modelo matemático de um sistema linear seja dado por 

«2(0 ““2 + fl i + <*o(0 y = E(0 

Se >'| é uma resposta do sistema a uma aplicação £,(/) e y 2 é uma resposta do mesmo sistema a uma 
aplicação E 2 (t). mostre que. y x + y 2 é uma resposta do sistema à aplicação £,(/) + E 2 (t). 


4.2 CONSTRUINDO UMA SEGUNDA SOLUÇÃO 
A PARTIR DE UMA SOLUÇÃO CONHECIDA 


Redução de Ordem 

Um dos fatos mais interessantes e importantes no estudo de equações diferenciais lineares de 
segunda ordem é que podemos construir uma segunda solução a partir de uma solução 
conhecida. Suponha que y\(x) seja uma solução não trivial para a equação 
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<* 2 (x)y ' + a\(x)y' + adx)y = 0 ( 1 ) 

Supomos, como fizemos na seção precedente, que os coeficientes em (1) são contínuos e tí2(*) * 0 
para todo x em um intervalo /. O processo que usaremos para encontrar uma segunda solução 
yi(x) consiste em reduzir a ordem da equação (1), transformando-a em uma equação de 
primeira ordem. Por exemplo, verifica-se facilmente que y\ = e x satisfaz a equação diferencial 
y" — y = 0 . Se tentarmos determinar uma solução da forma >• = u(x)e x então 

>•' = ue* + e x u' 

y" = ue x + 2e x u + * V' 

assim y" - y = c x (\a” + 2 u') = 0. 

Como e x * 0, esta última equação implica que u" + 2u' = 0. 

Se fizermos w = u\ então a equação acima será uma equação linear de primeira 
ordem em w, w' + 2w = 0. Usando o fator de integração e lx % podemos escrever, 

£[^ = 0 

w = c\e~ lx ou u' = c\e~ lx . 


Logo. 




+ c 2 


assim. 




+ c 2 e x . 


Escolhendo c 2 = 0 e C| = -2, obtemos a segunda solução y 2 = e~ x . Como W(e x , e~ x ) * 0 
para todo x, as soluções são linearmente independentes em (- *», °°), portanto a expressão para 
y é de fato a solução geral para a equação dada. 


EXEMPLO 1 

Sabendo-se que y\ = x 3 é uma solução para x 2 y" - 6>* = 0, use redução de ordem para encon- 
trar uma segunda solução no intervalo (0, «*>). 

Solução Defina y = w(x)x 3 

/ = 3 x 7 u + xV 
/' = x 3 u" + 6xV + 6xu 
xV -6 y = x 2 (x 3 ii // + 6xV + 6xk) - 6kx 3 
= xV + 6xV = 0 


em que 
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desde que m(*) seja uma solução para 


x 3 u " + 6*V = 0 ou «''+-«' = 0. 

X 


6 , 


Sc W = obtemos uma equação linear de primeira ordem 

w' + — w = 0, 
x 

a qual possui o fator de integração e 6 l Jl/x = * 6lnx = * 6 . Agora, 

= 0 implica x**w = c \ . 


Portanto, 


, *1 
w, = tí =7 




y = “to* 3 = + c 2* 3 - 

Escolhendo c 2 = 0e C\ = - 5, obtemos a segunda solução y 2 = l/x 2 . 


Caso Geral 

Dividindo a equação (1) por a 2 (x), csta toma a forma padrão 

/' + P(x)y' + 0Wy = 0, (2) 

em que />(*) e Q(x) são contínuas em algum intervalo /. Vamos supor ainda que yi(*) seja uma 
solução conhecida para (2) em / e que >q(jr) * 0 para todo x no intervalo. Se definirmos 
y = ii(jr)>|(x), segue-se que 

/ = uy[ + y\u' 

y" = «yf + 2 y{u + y,«<" 

y"+ iy + Qy = «[yT + ^yí + Qyi l + y\ *" + (2 yí + fyiK = o. 

I zero | 

Isso implica que devemos ter 


ou 


y x u" + (2yí + Py\)u f = 0 
y 1 w / + (2yí + Pyi)w = 0, 


(3) 
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em que substituímos w = u. Observe que a equação (3) é linear e separável. Aplicando esta 
última técnica, obtemos 

— + 2 — dx + Pdx = 0 

w y 1 


Pdx + c 


lnlwl + 2 lni>]l = - j 

lnlvto-ÍI= - j Pdx + c 


h - yf-c.W'- 


w = U = C | 


e -J 

^r 




c e 

Integrando novamente u = cj z — dx + C 2 , e portanto 

e -j «•>* 

y = «Wyito = Ci>iW I — jr~ dx+ oyiW- 

J yfW 

Escolhendo C 2 * 0 e c\ = 1, concluímos que uma segunda solução para a equação (2) é 

,-í 


yi = y iW 


J 


j-fo) 


dx. 


(4) 


É um bom exercício de derivação começar com a fórmula (4) e verificar que a equação (2) é 
satisfeita. 

Agora, >»|(x) e y 2 Íx) são linearmente independentes, pois 


W(y i(x), y 2 (x)) = 


f «-W 

>i yi J — —dx 


y} 


e -\pdx 


y i 








>? 


dx 


= e-\ Fix 


é diferente de zero em qualquer intervalo em que yj(x) seja diferente de zero.* 



Uma maneira alternativa é: se yi = u(x}yu então Wíyi, yf) = u(y \) 2 * O.pois.yi * 0 para lodo 
x em algum intervalo. Se u' = 0, então u = constante. 
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EXEMPLO 2 

A função >'i = x 2 é uma solução para x 2 y " - 3 xy + 4 >•= 0. Encontre a solução geral no 
intervalo (0 f «»). 

Solução Como a equação pode ser escrita na forma alternativa 


y" "t y' + = o- 

, f e*l** 

obtemos de (4) y 2 = x^ J — dx 

= x 2 J ^ = x 2 In x. 

A solução geral em (0, °o) é dada pory = cj>*| + cyyy, isto é, 

y = c\x 2 + C 2 X 2 ln x. 




E XEMPLO 3 

Pode ser verificado que y, = é uma solução para x 2 y" + xy' + (x 2 - J )y = 0 em (0, n). 
Encontre uma segunda solução;* 

Solução Primeiro, ponha a equação na forma 

Então, de (4) temos 



sen x , . N cos x 

= (-colgx) = - 

Como a equação diferencial é homogênea, podemos desconsiderar o sinal negativo e obter a 

segunda solução >2 = (cos x)/Vx. ■ 
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Observe que y\(x) e yi(x) no Exemplo 3 são soluções linearmente independentes da 
equação diferencial dada no intervalo maior (0, <*>). 

Observação Deduzimos e ilustramos como usar (4) porque você verá essa fórmula 
novamente na Seção 6.1. Usamos (4) simplesmente para economizar tempo na obtenção do 
resultado desejado. Seu professor irá dizer-lhe se você deve memorizar (4) ou se deve saber os 
primeiros princípios de redução de ordem. 


4.2 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 450. 

Nos Problemas 1-30. encontre uma segunda solução para cada equação diferencial. Use redução de ordem 
ou a fórmula (4) como ensinada. Suponha um intervalo apropriado. 


1. 


5/ = 0; y\ 

= 1 

2. 

y“ - 

/ = 0; y\ = 1 

3. 


4/ + 4y = 0 

y\ = ** 

4. 

y“ + 

2y l + y = 0; y\ = xe~ x 

5. 

/' + 

16)' = 0; y, 

= cos 4* 

6. 

y~ + 

9 y = 0; y\ = scn3x 

7. 


y = 0; yi = 

coshx 

8. 

>■" - 

25y = 0; yi = e 5 ' 

9. 

V- 

- 12/ + 4y = 

‘ 0; yi = t 2 ^ 3 

10. 

6y" 

+ y' - y = 0; yi - t*” 

11. 

*V’ 

- 7xy' + 16y 

= 0; yi = x* 

12. 

x 2 >" 

+ 2xy' - 6y = 0; yi = x 2 

13. 

xy" 1 

h / = 0; yi 

= \nx 

14. 

4x 2 >' 

' + y = 0; x ,/2 lnx 

15. 

(l-2x-x 2 )y" + 2(l 

1 + x)y' - 2y = 0; yi=x+l 

16. 

d - 

x 2 )y" - 2xy' = 0; y, = 1 

17. 

x 2 /' 

- xy' + 2y - 

0; yi = x sen(ln x) 

18. 

x 2 y" 

- 3xy' + 5y = 0; yi = x 2 cos(lnx) 

19. 

0 + 

2 x)y" + 4 xy' 

- 4 y = 0; yi = e' 2 * 

20. 

d + 

x)y" + xy' - y = 0 ; yi = x 

21. 

x 2 /' 

“ x/ + y = ■ 

0; yi = x 

22. 

x 2 y" 

- 20y = 0; yi = x“ 4 

23. 

x 2 /' 

- Sxy' + 9 y 

= 0; yi = x J lnx 

24. 

x 2 y" 

+ xy' + >• = 0; >’i = cos(lnx) 

25. 

X 2 /' 

- 4xy' + 6 y 

= 0; y, = x J + x J 

26. 

x 2 y" 

- 7 xy' - 2(h’ = 0; yi = x il) 

27. 

(3* + 

l)>"-(9x + 6)y' + 9y = 0; yi = ** 

28. 

xy" 

- (x + 1)/ + y = 0; yi = e x 

29. 


3(tg x)/ = 0; 

y\ = l 

30. 

xy" 

- (2 + x)y' = 0; y, = 1 


Nos Problemas 31-34, use o método de redução de ordem para encontrar uma solução para a equação 
não-homogênea dada. A função indicada y|(x) é uma solução para a equação homogênea associada. 
Determine uma segunda solução para a equação homogênea e uma solução particular da equação 
não-homogênea. 


Volume I Cap. 4 Equações diferenciais lineares de ordem superior 173 


31. >•" - 4y = 2; yi = e' 2 * 32. y" + >■' = l; yi = 1 

33. y" - 3y' + 2y = 5f 3 ’; yi = 34. y" - 4y' + 3y = x; y, = e x 

35. Verifique por substituição direta que a fórmula (4) satisfaz a equação (2). 

4.3 EQUAÇÕES LINEARES HOMOGÊNEAS COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 

Vimos que a equação linear de primeira ordem dy/dx + ay = 0, em que a é uma constante, 
possui a solução exponencial y = em (-«, °°). Portanto, é natural procurar determinar 

se soluções exponenciais existem em (- ») para equações de ordem maior como 

a„y M + a n - iy <n ” 11 + ... + ajy" + a t y' + oq>’ = 0. (I) 

em que os i = 0, 1, .... n são constantes. O fato surpreendente é que todas as soluções para 
(I) são funções exponenciais ou construídas a partir de funções exponenciais. Começamos 
considerando o caso especial da equação de segunda ordem 

ay" + by' + cy = 0. (2) 


Equação Auxiliar 

Se tentarmos uma solução da forma y = e mx % então y' = me™ e y" = m 2 e nLt ', assim a equação 
(2) toma-se 

am 2 e mx + bme™ + ce™ - 0 ou e mx {am 2 + bm + c) = 0. 

Como e mx nunca se anula para valores reais de x, então a única maneira de fazer essa função 
exponencial satisfazer a equação diferencial é escolher m de tal forma que ele seja raiz da 
equação quadrática 

am 2 + bm + c = 0 (3) 

Essa última equação é chamada de equação auxiliar ou equação característica da equação 
diferencial (2). Consideramos três casos, a saber: as soluções para a equação auxiliar correspon- 
dem a raízes reais distintas, raízes reais iguais e raízes complexas conjugadas. 

CASO I Raízes Reais Distintas Com a hipótese de que a equação auxiliar (3) 
possui duas raízes reais distintas m\ e m 2 , encontramos duas soluções 




Vimos que essas funções são linearmente independentes em (- «*) (veja Exemplo 

13, Seção 1.4) e portanto formam ura conjunto fundamental. Segue-sc que a solução 
geral para (2) nesse intervalo é 
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( 4 ) 

CASO II Raízes Reais Iguais Quando nt\ = m 2 . obtemos somente uma solução 
exponencial y\ = e m,x . Porém, segue-se imediatamente da discussão da Seção 4.2 que 
uma segunda solução é 

e {b/a)x 

J dx. (5) 



Mas, da forma quadrática, temos que m \ = - b/2a % pois a única maneira dc ter 
mi = m 2 é ter b 2 - 4a c = 0. Em vista do fato de que lm\ = -b/a t (5) toma-se 

yz = * m “ J pS * = e ""* J ** = 

A solução geral para (2) é então 



CASO III Raízes Complexas Conjugadas Sc nt\ c m 2 são complexas, então 
podemos escrever 

W| =a + ift e m 2 = a - ifi. 

cm que ac/l > 0 süo reais e i 2 = - I. Formalmentc. não há diferença entre este caso 
e o Caso I, cm que 

y = C,c ( “ + + C 2 ' la - V*. 

Porém, na prática, preferimos trabalhar com funções reais em vez de exponenciais 
complexas. Para este fim, usamos a fórmula de Euler:* 

e 10 = cos0 + isenfl. 



Leonhard Euler (1707-1783) Um homem com uma memória prodigiosa e um poder de concen- 
tração fenomenal, Euler teve interesses universais; foi teólogo, físico, astrônomo, lingilista, 
psicólogo, conhecedor dos clássicos e, principalmente matemático. Euler foi considerado um ver- 
dadeiro génio do século. Em matemática, fez contribuições permanentes para a álgebra, 
trigonometria, géometria analítica, cálculo, cálculo das variações, equações diferenciais, variável 
complexa, teoria dos números e topologia. Sua produção matemática parece não ter sido afetada 
pelos 13 filhos ou pela cegueira que o acometeu em seus 17 últimos anos de vida. Euler escreveu 
mais de 700 trabalhos e 32 liv ros so bre matemática e foi responsável pela introdução de muitos 
símbplos (tais como c, * e i = J&jí nottç&slque amiasjio usadas (como/ jtòÈ& seuxecos x). 


iiki i 
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em que 6 é qualquer número real. Segue-se desta fórmula que 

e^ x = cos/fr + i sen /br e e~& x = cosfix - íscn/fr, (7) 

em que usamos cos(-/fo ) = cosfix e sen (-/3a:) = - sen /br. Note que somando e 
depois subtraindo as duas equações em (7), obtemos, respectivamente. 


e ifí x + e -$x = 2 cos /3x c efr - = lisenfix. 

Como y = Cje ía + ^ r + C 2 e í " ” é uma solução para (2) para qualquer escolha 
das constantes C\ c C 2 , fazendo C\ = C 2 = I e C| = 1, C 2 = — 1, temos, nesta 
ordem, duas soluções: 


y x = e {a + + e (a " c y 2 = e (a + - e (a " 

Mas, j>, = e ax (e* x + «-«**) = 2f"cos/fc 

c yj = e a *(eQ x - e-* x )=2ie a 'stnpx. 

Portanto, pelo Corolário (A) e o Teorema 4.3, os dois últimos resultados mostram que 
as funções e ux cos0x e e ax scnpx são soluções para (2). Ainda, do Exemplo 14 da 
Seção 4.1, temos que W(e ax cosfix, e™ sen fix). = $c lax * 0, p > 0, c daí podemos 
concluir que as duas funções formam um conjunto fundamental de soluções para a 
equação diferencial em (- 00 , 00 ). Pelo princípio de superposição, a solução geral é 


( 8 ) 



EXEMPLO 1 

Resolva as seguintes equações diferenciais 

(a) 2 y" - 5/ - 3y = 0 

(b) y" - 10y' - 25y = 0 

(c) /' + / + y = 0 

Solução (a) 2/n 2 - 5m - 3 = (2m + IXm - 3) = 0 

m\ = — mi = 3 

y = c\t ~ x/2 + c 2 * 3x 

(b) /n 2 - 10m + 25 =(m - 5) 2 = 0 


m\ — m 2 = 5 
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y = c\e 5x + c 2 xe ix 


(c) nr + m + I = 0 


m ] = 


y = 


1 


tf 


~2 + ~Y 1 ' mi 


1 

2 


Ví 


( 


tf 


tf 


e x/1 1 c\ cos — x + C 2 sen — x 


EXEMPLO 2 


Resolva o problema de valor inicial 

y " - 4/ + 13y = 0, y(0) = - 1, >'(0) = 2. 

Solução As raízes da equação auxiliar m 2 — 4 m + 13 = Osão/nj = 2 + 3ie/n 2 = 2 - 3/. 
Logo, 

y = *"(C| cos 3* + C 2 sen 3x). 

A condição y(0) = - 1 implica 

- 1 = e°(ci cosO + C 2 sen 0) = cj. 


assim podemos escrever 

y - cos 3x + C 2 sen 3x). 

Derivando essa última expressão e usando y'(0) = 2, obtemos 

y' = sen 3x + 3c 2 cos 3x) + 2e 2x {- cos 3x + C 2 sen 3x) 


2 = 3c 2 - 2 


ec 2 = 4/3. Portanto, 



.2x 


(- 


cos3x + — sen 3x 





EXEMPLO 3 


As duas equações 


y" + k 2 y = 0 
y" -k 2 y = 0 


(9) 

(10) 
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são encontradas freqüentemente no estudo de matemática aplicada. Para a primeira equação 
diferencial, a equação auxiliar m 2 + k 2 = 0 tem raizes m\ = ki e mi = -ki. Segue-se de (8) 
que a solução geral para (9) é 

y= c\ cos kx + C2 sen kx. (11) 

A equação diferencial (10) tem a equação auxiliar m 2 - k 2 = 0, cujas raízes são 
mi = kenii = -k. Daí, a solução geral é 

y = ae** + c 2 e”* jr . (12) 


Note que, se escolhermos C| = C 2 = 1/2 em (12), então 


y = 


e* + 


= cosh kx 


è também uma solução para (10). Ainda, se C| = 1/2 e q = - */i, então (12) toma-se 


>* = 


^ 


senh Lx. 


Como cosh Lt e senh kx são lincarmente independentes em qualquer intervalo do eixo x, elas 
formam um conjunto fundamental. Logo, uma forma alternativa para a solução geral para (10) é 

y = c\ cosh Lr + C2 senh kx. (13) 


Equações de Ordem Superior 

No caso geral, para resolver uma equação diferencial de n-ésima ordem 

a^ n) + a n _ + ... + ajy" + atf' + a^y = 0. (14) 

em que os i = 0, 1, ...» n, são constantes reais, devemos resolver uma equação polinomial 
de grau n 

ajn n + a n _ \m* ~ 1 + ... + aint 2 + a\tn + = 0 (15) 

Se todas as raízes de (15) são reais e distintas, então a solução geral para (14) é 

y = c v e m * + c 2 e nv + ... + c #I e m - r . (16) 

É um pouco mais difícil resumir os análogos dos Casos II e III porque as raízes de uma equação 
auxiliar de grau maior que dois podem ocorrer com várias combinações. Por exemplo, uma 
equação de grau cinco pode ter cinco raízes reais distintas, ou três raízes reais distintas e duas 
complexas, ou uma raiz real e quatro complexas, ou cinco raízes reais e iguais, ou cinco raízes 
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reais, mas duas delas iguais etc. Quando mj é uma raiz de multiplicidade k de uma equação 
auxiliar de grau n (isto é, k raízes são iguais a m ( ), pode ser mostrado que as soluções 
linearmente independentes são 

e m ' x , «”■, x 1 e m > x , .... x* ~ l e m > x 

e a solução geral tem de conter a combinação linear 

c ie mtX + c 2 xe m ' x + C 3 * 2 e w,x + ... + V" |X . 

Por último, devemos lembrar que, quando os coeficientes são reais, raízes complexas de uma 
equação auxiliar sempre aparecem em pares conjugados. Logo, por exemplo, uma equação 
polinomial cúbica pode ter no máximo duas raízes complexas. 


EXEMPLO 4 


Resolva >•"' + 3 /' - Ay = 0. 

Solução Por inspeção, verificamos que 

m *' + 3 m~ -4 = 0 

éraizdemi = I. Agora, se dividirmos m 3 + 3 m 2 - 4 por m - 1, encontramos 

m 3 + 3/n 2 — 4 = (m — 1 )(m 2 + 4m + 4) = (m — IX"* + 2) 2 , 
logo, as outras raízes são ni 2 = m 3 = - 2. A solução geral é portanto 

y = C|* x + C2e~ Zx + cyxe ~ 2x . ■ 


É claro que a maior dificuldade na resolução para equações com coeficientes constan- 
tes é encontrar as raízes das equações auxiliares de grau maior que dois. Como ilustrado no 
Exemplo 4. uma maneira de resolver uma equação é “adivinhar” uma raiz m\. Se tivermos 
encontrado uma raiz m |, então sabemos pelo teorema de fatoração que m - m\ é um fator do 
polinómio. Dividindo o polinómio por m - m j, obtemos a fatoração (m - nt\)Q{m). Tentamos 
então encontrar as raízes do quociente Q(m). A técnica algébrica de divisão sintética é também 
muito útil para encontrar raízes racionais de equações polinomiais. Especificamente, se 
m i = p/q é uma raiz racional (p e q inteiros primos entre si) de uma equação auxiliar 


a n //i n + ... + (i\m + oq = 0 


com coeficientes inteiros, então p é ura fator de oq e q é um fator de a n . Logo, para determinar se 
uma equação polinomial possui raízes racionais, precisamos examinar somente as razões entre 
cada fator de oq e cada fator de a„. Dessa maneira, construímos uma lista de todas as possíveis 
raízes racionais da equação. Testamos cada um desses números por divisão sintética. Se o resto 
é zero, o número m\ testado é uma raiz da equação, assim, m - m\ é um fator do polinómio. 

O próximo exemplo ilustra esse método. 
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EXEMPLO 5 


Resolva 3/" +5/' + 10y' - Ay = 0. 

Solução A equação auxiliar é 

3m 3 + 5 nr + 10/n -4 = 0. 


Os fatores de üq = - 4ea„ = 3 são 

p: ± I, ±2, ± 4 e ç: ± 1, ± 3, 

respectivamente. Portanto, as possíveis raízes racionais da equação auxiliar são 

P. II «5 0 A 4 -I I -2 2 _ 4 4 
q- *• ~ 2, 2 ’ 4l 4l 3’ 3* 3 ’ 3 ' ~ 3 ’ 3 ' 

Testando cada um desses números por divisão sintética, encontramos 

coeficientes da equação auxiliar 



3 5 10 - 4 

I 2 _ 4^ 

3 6 12 |o resto 


Conseqüentemente, nt\ = 1/3 é uma raiz. Ainda, você deve verificar que ela é a única 
raiz racional. Os números 3, 6 e 12 na divisão acima são os coeficientes do quociente. Logo, a 
equação auxiliar pode ser escrita como 

j j(3m 2 + 6m + 12) = 0 ou (3m - IXm 2 + 2m + 4) = 0. 

Resolvendo /n 2 + 2m -f 4 = 0 pela fórmula quadrática, encontramos as raízes complexas 
m 2 = - 1 + VT< e mj = - I - VFí. Portanto, a solução geral para a equação diferencial 6 

y =c\e x/3 + e' x (c 2 COs VTx + £3 sen V3x). ■ 



EXEMPLO 6 


Resolva 

Solução A equação auxiliar 



m 4 + 2m 2 + 1 = (m 2 + l) 2 = 0 
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possui raízes nt\ = my = i e m 2 = = - i. Logo, pelo Caso III, a solução é 

>• = C x e ,x + C 2 e~ íx + Cyxe ix + C A xe' ix . 

• • 

Pela fórmula de Euler, C\e lx + C 2 e ~ lx pode ser reescrito como 

c\ cos x + c 2 sen x 

• * 

após uma troca de constantes. Analogamente, x(C^e iX + C^e~ ,x ) pode ser expresso como 
x(cj cos x + C4 sen x). Então, a solução geral é 

y = c 1 cos x + c 2 sen x + C3X cos x + c+x sen x. ■ 

O Exemplo 6 ilustra um caso especial quando a equação auxiliar possui raízes com- 
plexas repetidas. No caso geral, s e nt\ = a + ifl é uma raiz complexa de multiplicidade k de 
uma equação auxiliar com coeficientes reais, então seu conjugado m 2 = a - ifi é também uma 
raiz de multiplicidade k. A partir das 2 k soluções complexas 

e {u ♦ ifl ) 1 X€ {a ♦ x 2 e (a * ifl ) r x k - 1 g {a ♦ ifl)x 

f ( “ - xe (a - «*. xV° - x* " 'e ,a - 

concluímos, com a ajuda da fórmula de Euler, que a solução geral para a equação diferencial 
correspondente tem então de conter uma combinação linear das 2k soluções reais lincarmente 
independentes 

*** cos/fa, xe^cos fix % j:V “ cosfix x k ~ x e ax cospx 

e^senfix, xe 0 *, sen fix, x 2 é a *sen0x t ... f x k ~ [ e ax sen fix 

No Exemplo 6, temos k = 2, « = 0e/?=l. 


4.3 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 450 e 451. 

Nos Problemas 1-36, encontre a solução geral para a equação diferencial dada. 
I. 4y" + / = 0 2. 2 y" - 5/ = 0 


3. y" - 36y = 0 
5. y" + 9y = 0 
7. y " - / - 6y = 0 

9. + 8* + 16y = 0 

dx 2 dx J 


4. /' - 8y = 0 
6. 3 /' + y = 0 
8. /' - 3/ + 2y = 0 

10. - 10* + 25> = 0 

dx 2 . d* 


11. y" + 3/ - 5y = 0 


12. /' + 4/ - y = 0 
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I2y" - 5y' - 2y = 0 

14. 

8y" + 2y' - y = 0 

y" - 4y' + 5y = 0 

16. 

2y" - 3y' + 4y = 0 

3y." + 2y' + y = 0 

18. 

2y" + 2y' + y = 0 

/" - 4y" - 5y' = 0 

20. 

4y'" + 4y" + / = 0 

y'" - y = 0 

22. 

y'" + 5y" = 0 

y'" - 5y" + 3y' + 9y = 0 

24. 

>•'" + 3y" - 4y' - I2y = 0 

y"' + y" - 2y - 0 

26. 

y'" + y" - 4y = 0 

y'" + 3y" + 3y' + y = 0 

28. 

y”' - 6y" + I2y' - 8y = 0 

Ó> + £i + <Òl 0 

dx 4 d* 3 dx 2 

30. 

ÓL _ 2^2 + y = 0 
dr 4 dx 2 

16 + 24 — ? + 9y = 0 

dx dx 

32. 

& - 7^ - 18y = 0 
dx 4 dx 2 

4- l6 f = ° 

d*’ 

34. 

^ - 2^ + = 0 
dx 5 dx 4 dx 3 

^ + 5 ^- 2 ^-,0^ + ^ + 5 y = 0 
dx s dx 4 dx 3 dx 2 

36. 

2 — - 7^ + 12^ + 8 
dx 5 dx 4 dx 3 


Nos Problemas 37-52, resolva a equação diferencial dada sujeita às condições iniciais indicadas. 


37. y" + 16y = 0, y(0) = 2, /(O) = -2 

39. y" + 6/ + 5y = 0. y{ 0) = 0. /(O) = 3 


38. jr - jr - o. ><0) = y'(0) = l 

40. y" - 8y' + I7y - 0, y( 0) = 4, y'(0) = - 1 


41. 2y" - 2y' + y = 0. ><0) = - 1. y'(0) = 0 42. y" - 2y' + y = 0. y( 0) = 5. y'(0) = 10 


43. y" + y' + 2y = 0. y( 0) = y'(0) = 0 

45. y" - 3y' + 2y = 0, y<i) = 0. y'(l) = 1 

47. y m + 12y" + 36y' = 0. y( 0) = 0, y'(0) 
= I, y"(0) = -7 

49. y'" - 8y = 0. y(0) = 0. y'(0) 

= -I, y"(0) = 0 


44. 4y" - 4y' - 3y = 0. y( 0) = 1, y'(0) = 5 

46. y" + y = 0, y(*/3) = 0, y'(Jt/3) = 2 

48. y'" + 2y" - 5y' - 6y = 0. y( 0) 

=/<0) = 0. y"(0) = 1 

50. ^ = 0. X0) = 2. y'(0) = 3, /'(0) 
dx 

= 4. y"'(0) = 5 


51. ^ - 3 ^ +3 ^ ^ = 0. X0) = /(O) 52. ^ - y = 0. XO) = y'(0) = y"(0) 

dx dx 3 dx " <íx 

= 0, y"(0) = y"'(0) = l =0, y"'< 0) = I 
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Nos Problemas 53-56, resolva a equação diferencial dada sujeita às condições de contorno indicadas. 
53. y" - I0y' + 25 >•= 0. y<0) = 1. ><!> = 0 54. y" + 4y = 0, y(0) = 0. y(n) = 0 


55. y" + y = 0. /(0) = 0. y'| - | = 2 


56. y" - y = 0. y(0) = 1. y'(l) = 0 


57. As raízes de uma equação auxiliar são m\ = 4, mi = my = -5. Qual é a equação diferencial 
correspondente? 

58. As raízes de uma equação auxiliar são m\ = -y. mz = 3 + /, mj = 3 — i. Qual é a equação auxiliar 
correspondente? 

Nos Problemas 59 e 60. encontre a solução geral para a equação dada. em que yj é uma solução conhecida. 


59. y"' - 9y" + 25y' - 17y = 0; y, = 


60. y'~ + 6y" + y' - 34y = 0; yi 


- 4 .* 


COS X 


Nos Problemas 61-64, determine uma equação diferencial linear homogênea com coeficientes constantes 
que tenham a solução dada. 


61. 4í*“. 3*' 31 


7 * 


63. 3. 2x, -e 


65. Use as identidades 


62. 10 cos 4x, -5 sen 4x 
64. 8 senh 3x. 12 cosh 3* 


'VI VI V 

y * ~r 1 


e -i 


'VI vi ' 
T-T 1 


para resolver a equação diferencial 


4 = y = 0. 

, dx 


[Sugestão: Escreva a equação auxiliar m 4 + 1 =0 como ( m 2 + I) 2 - 2 m 2 = 0. Veja o que 
acontece quando você fatora.l 


4.4 COEFICIENTES INDETERMINADOS - ABORDAGEM 
POR SUPERPOSIÇÃO 

Para O professor Nesta seção, o método dos coeficientes indeterminados é desenvolvido do 
ponto de vista do princípio de superposição para equações diferenciais não-homogêneas (Teorema 
4.9). Na Seção 4.6, uma abordagem inteiramente diferente desse método será apresentada, utili- 
zando o conceito de operadores diferenciais anuladores. Faça sua escolha. 

SSwí&Sft ; inè» t c. 'iif ~ -vâ 

Para obter a solução geral para uma equação diferencial linear não-homogênea temos que fazer 
duas coisas: 


(i) 


Encontrar a função complementar y c . 
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(ii) Encontrar qualquer solução particular y p da equação não-homogênea. 

•Lembre-se da discussão da Seção 4.1 de que uma solução particular é qualquer função, indepen- 
dente de parâmetros, que satisfaz a equação diferencial identicamente. A solução geral para uma 
equação não-homogênea em um intervalo é então >• = y c + y p . 

Como na Seção 4.3 começamos com equações de segunda ordem, agora veremos o 
caso de equações não-homogêneas da forma 

ay" + by' + cy = g(x), (1) 

em que a,bcc são constantes. Embora o método dos coeficientes indeterminados apresentado 
nesta seção não se limite a equações de segunda ordem, ele se limita a equações lineares 
não-homogêneas . 

• que têm coeficientes constantes, e 

• em qué g(x) é uma constante k % uma função polinomial, uma função exponencial e ax t 
senfix , cos/fcr, ou somas e produtos dessas funções. 

NotS Para ser preciso, g(x ) = k (constante) é uma função polinomial. Como uma função 
constante não é provavelmente a primeira coisa que vem em mente quando você pensa em uma 
função polinomial, continuaremos, para enfatizar, usando a redundância, “função constante, 
polinomial,...*' 

O que segue são exemplos de tipos de funções aplicadas g(x) que são apropriadas para 
essa discussão: 

tM = 

g(x) = x 2 - Sx 

S(x) = I5x - 6 + 8e -4 * 

g(x) = sen 3* - 5x cos 2x 

g(x) = e x cos x - (3x 2 — \)e~ x 

Ou seja, g(x) é uma combinação linear de funções do tipo 

k (constante), x", x n e ax i x n e ax cos px e x n e ax sen flx, 

em que n é um inteiro não negativo e a e P são números reais. O método dos coeficientes 
indeterminados não se aplica a equações da forma (1) quando, por exemplo, 

g(x) = ln X, g(x) = g{x) = ig X, g(x) = sen - l x. 

Equações diferenciais com esses tipos de funções aplicadas serão consideradas na Seção 4.7. 
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O conjunto de funçcfes que consiste em constantes, polinómios, exponenciais e ax , 
senos, co-senos, tem a notável propriedade: derivadas de suas somas e produtos são ainda somas 
e produtos de constantes, polinómios, exponenciais e ax % senos e co-senos. Como a combinação 
linear das derivadas ay p + by' p + cy p tem de ser identicamente igual a g{x) t parece razoável 
supor então que y p tem a mesma forma que g(x). Essa suposição poderia ser mais bem caracteri- 
zada como uma boa conjectura. Os dois próximos exemplos ilustram o método básico. 


EXEMPLO 1 


Resolva 


y" + 4/ - 2y = lx 2 - 3.r + 6. 


Solução 

Passo I. Primeiramente, resolvemos a equação homogênea associada y” + 4 y' - 2 y = 0. 
Pela fórmula quadrática deduzimos que as raizes da equação auxiliar nr + 4m - 2 = 0 são 
m\ = -2-Vóem2 = -2 + Vff. Então, a função complementar é 

y c = c,*' 0 * + c 2 í'- 2 ♦ "G*. 

Passo 2. Agora, como a função aplicada g(x) é um polinómio quadrático, vamos supor uma 
solução particular que tenha também a forma de um polinómio quadrático: 

y p = Ax 2 + Bx + C. 

Devemos determinar coeficientes específicos A % B e C para os quais y p seja uma solução 
particular para (2). Substituindo y p e as derivadas 

y' P =2 Ax + B e y" = 2 A 

na equação diferencial (2) obtemos, 

yp + 4 y' - 2y p = 2A + 8A* + 4B - lAx 2 - IBx - 2C = lx 1 - 3x + 6. 

Como a última equação é supostamente uma identidade, os coeficientes de potências iguais de 
x devem ser iguais: 

» igual 


WÍÀx 1 + kA - 2B\x +\IA +4 B- 2C|= lx - 3.v + 6. 


ou seja. 


-2A = 2 
8A - 2B = -3 


2A + 4B - 2C = 6. 
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Resolvendo esse sistema de equações obtemos os valores A = - 1, B = - 5/2 e C = - 9. Logo, 
uma solução particular é 

y P = -x 2 - | x - 9. 

Passo 3. A solução geral para a equação dada é: 

y = y c + y p = c,*'** * + C*' -2 * | X - 9. 


Étf?jèWP L O 2 

• í I t *• < ^ V - 

Encontre uma solução particular para y" - + y = 2 sen 3x. 

Solução Um palpite natural para uma solução particular seria A sen 3*. Mas, como deriva- 
ções sucessivas de sen 3x produzem sen 3* e cos 3*, somos persuadidos a procurar uma solução 
particular que inclua ambos os termos 

y p = A cos 3 x + B sen 3*. 

Derivando y p e substituindo os resultados na equação diferencial, obtemos, depois de reagrupar, 
>'p ~ y P + y p = (- 8A - 3 B) cos 3* + (3 A - 8 B) sen 3* = 2 sen 3* 


igual 


-8 A -35 cos 3x + 3 A - 85 sen 3x - 0 cos 3x + 2 sen 3*. 


Do sistema resultante de equações 


- 8A - 35 = 0 
3A - 85 = 2 


obtemos A = 6/73 e 5 = - 16/73. Uma solução particular para a equação é 

v 6 - 16 , 

Y p = — cos 3x - — sen 3x. 

Como mencionamos, a forma que escolhemos para a solução particular y p é plausível; 
não é uma adivinhação às cegas. Essa escolha deve levar em consideração não somente 6 tipo de 
funções que formam g(x) y mas também, como veremos no Exemplo 4, as funções que formam a 
função complementar y c . ■ 
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EXEMPLO 3 

Resolva y" - 2/ - 3>- = 4* - 5 + òxe 2 *. (3) 

Solução 

Passo 1. Primeiramente, a solução para a equação homogênea associada y" - 2y' - 3v = 0 é 
y c = c\e~ x + c 2 e ix . 

Passo 2. Agora, a presença de 4x - 5 em g(x) sugere que a solução particular tenha um 
polinómio linear. Ainda, como a derivada do produto xe ll produz Ixe 1 * e e~\ supomos também 
que a solução particular inclua ambas, xe 1 * e e 2x . Em outras palavras, g é a soma de dois tipos de 
funções básicas: 

g(x) = £|(*) + 82 (x) = polinomial + exponenciais. 

De maneira correspondente, o princípio da superposição para equações não-homogêncas 
(Teorema 4.9) sugere que procuremos uma solução particular 

y P = y P i + y P *. 

em que y p \ = Ax + B e y p i = Cxe 2 * + De 1 *. Substituindo. 

y p = Ax + B + Cxe 1 * + De lx 
na equação (3) e agrupando os termos, temos, 

yp - lyp - 3j-p = - 3Ar - - 3S - 3 Cxe* + (2 C - 30^^ = Ax - 5 + <xe 1 '. (4) 

Desta identidade, obtemos um sistema de quatro equações e quatro incógnitas: 

-3A = 4 
-2A - 3£ = -5 
-3C = 6 
2C - 3D = 0. 

A última equação deste sistema resulta do fato do coeficiente de e lx do membro direito de (4) ser 
zero. Resolvendo, encontramos A = —4/3, B = 23/9, C = -2 e D = -4/3. Consequente- 
mente, 

y„ = -yx + y ~ " f g2x - 

Passo 3. A solução geral para a equação é 
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Em vista do princípio da superposição (Teorema 4.9), podemos também solucionar o 
Exemplo 3, dividindo-o em dois problemas mais simples. Você deve verificar que substituindo 

y pl = Ax + B em y" - 2 y' - 3>* = 4x — 5 

y p2 = Cxe 2 * + De lx em y" - 2 / - 3>- = 6xe Zx 

acarreta y p \ = — (4/3)x + 23/9 e y p 2 = -( 2x + 4/3 Je 2 *. Uma solução particular para (3) é 

portanto y p = y p \ + y pl . 

O próximo exemplo mostra que algumas vezes a escolha “óbvia" para a forma de y p 
não é a escolha correta. 


EXEMPLO 4 

Encontre uma solução particular para y" - 5/ + 4>* = %e*. 

Solução A derivação de e x não produz novas funções. Logo. procedendo como antes, pode- 
mos simplesmente supor uma solução particular da forma 

y p = Ae*. 

Mas, neste caso, a substituição dessa expressão na equação diferencial conduz à afirmação contraditória 

0 = 8e*. 

e, portanto, concluímos que fizemos a escolha errada para y p . 

A dificuldade aqui fica clara depois de examinarmos a função complementar 
y c = c\e x + cie Ax . Observe que nossa escolha Ae x já se encontra presente em y c . Isso significa 
que e* é uma solução para a equação diferencial homogênea associada, e um múltiplo Ae* 
quando substituído na equação diferencial necessariamente anula esta identicamente. 

Qual deve ser então a forma de > p ? Examinando o Caso II da Seção 4.3, veremos se 
podemos encontrar uma solução particular da forma 

y p = Ae x . 

Usando y p = Axe x + Ae x e y p = Axe 1 + 2 Ae x , obtemos 

yp - 5 yp + 4» = Axt + 2 \c x - 5 Axe' - 5 Ae x + 4Axe x = 8e x 
ou -3 Ae x = 8e*. 

Desta última equação, vemos que o valor de A é agora determinado por A = - 8/3. Portanto, 

yp = ~j x ^ 


tem de ser uma solução particular para a equação dada. 
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A diferença nos procedimentos usados nos Exemplos 1 -3 e no Exemplo 4 sugere que 
consideremos dois casos. O primeiro deles reflete a situação dos Exemplos 1-3. 

CASO I Nenhuma função da suposta solução particular é uma solução para a 
equação diferencial homogênea associada . 

Na tabela seguinte, ilustramos alguns exemplos específicos de g(x) em ( 1 ) juntamente 
com a forma correspondente da solução particular. Estamos, evidentemente, tomando por garan- 
tia que nenhuma função da suposta solução particular y p faça parte da função complementar y c . 

Tentativas para Soluções Particulares 


*00 


Forma de y p 

1. 

1 (qualquer constante) 

A 

2. 

5* + 7 

Ax + B 

3. 

3x 2 - 2 

Ax 2 + Bx + C 

4. 

x* - x + 1 

Ax 3 + ftr 2 + Cx + D 

5. 

sen 4x 

A cos 4x + B sen 4x 

6. 

cos 4x 

A cos 4x + sen 4x 

7. 

t* 

Ae* 

8. 

(9x - 2)e ÍK 

(Ax + *)<> 

9. 

x 2 e* 

(Ax 2 + Bx + CV 54 

10. 

e 3 ‘ sen 4x 

Ae 3 * cos 4x + fie 3 * sen 4x 

11. 

5x 2 sen 4x 

(Ax 2 + ffx + C) cos 4x + (Dx 2 + Ex + F) sen 4x 

12. 

xe 3 * cos 4x 

(Ax + tfk 3 * cos 4x + (Cx +DV 3x sen 4x 


eipM pfLipJft 

Determine a forma de uma solução particular para 

(a) 8y' + 25 y = 5xV x -le~ x e (b) y"+ 4 y = x cos x. 

Solução (a) Podemos escrever 

= (5* 3 - 7)e - *. 

Usando o número 9 da tabela como modelo, escolhemos uma solução particular da forma 

y p = (Ar 3 + Bx 2 + Cx + D)e _Jc . 

Note que não há duplicação entre os termos em y p e os termos na função complementar 
y c = e 4 *(c| cos 3x + C 2 sen 3x). 
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(b) A função g(x) = x cos xé semelhante à entrada 1 1 na tabela, exceto, é claro, pelo uso de um 
polinómio linear em vez de quadrático e cos x e sen x em vez de cos 4x e sen 4x na forma de 

yp : 

y p = ( Ax + B) cos x + ( Cx + D) sen x. 

Observe novamente que não há duplicação fie termos entre y p e y c = C\ cos 2x + C 2 sen IxM 

Se g(x) consiste na soma de, digamos, m termos do tipo listado na tabela, então (como 
no Exemplo 3) a suposição para uma solução particular y p consiste na soma das formas 
escolhidas y px% y p2 y pm correspondente a esses termos: 

>> * y P i + y P i + — + ypm- 

Posto de um outro modo: 

A forma de y p é uma combinação linear de todas as funções linearmente 
independentes que são geradas por repetidas derivações g(x). 


EXEMPLO 6 

Determine a forma dc uma solução particular para 

9/ + \4y = 3* 2 - 5 sen 2x + Ixe**. 

Solução 

Correspondendo a 3x 2 , escolhemos: y pl = Ax 2 + Bx + C 

Correspondendo a - 5 sen lx escolhemos: y p i = D cos 2 x + E sen 2x 

Correspondendo a lxe 6t escolhemos: y pi = (Fx + G)e hx 

A escolha para a solução particular é portanto 

y p = y P i + y P 2 + >>3 = + Bx + C + D cos 2 X + E sen 2x + {Fx + G)e hi . 

Nenhum termo dessa escolha duplica um termo em y c = cie 21 + cie lx . ■ 


CASO II Uma função na solução particular escolhida é também uma solução para 
a equação diferencial homogênea associada. 


O próximo exemplo é semelhante ao Exemplo 4. 



Encontre uma solução particular para y " - 2y' + y = e x . 
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Solução A função complementar é y c = c\e* + C 2 xe x . Como no Exemplo 4, a escolha 
y p = Ae x não funciona, pois é evidente a partir de y c que e x é uma solução para a equação 
homogênea associada y" - 2 >•' + y - 0. Ainda, não seremos capazes de encontrar uma solução 
particular da forma y p = Axé*, pois o termo xe x é também parte de y c . Tentamos então 

y p = Ax 2 e x . 

Substituindo na equação diferencial dada. obtemos 

lAc x = e x e da i A = 1/2. 

Logo, uma solução particular é 

y p = ■ 

Suponha novamente que #(*) consista de m termos do tipo dado na tabela e suponha 
ainda que a suposição usual para uma solução particular seja 

yp = y P \ y p i ^ ••• ■** y P m* 

cm que os y p i, i = 1 , 2 m, são as formas de soluções particulares tentadas correspondentes 

a esses termos. Sob a circunstância descrita no Caso II. podemos formular a seguinte regra 
geral: 

Se alguma y pi contém termos que duplicam termos em y 0 então, esta y pi tem de ser 
multiplicada por x n , em que né o menor inteiro positivo que elimina essa duplicação. 

EXEMPLO 8 

Resolva o problema de valor inicial 

y"+ y = 4x + 10 sen x, y(n) = 0. y'(n) = 2. 

Solução A solução da equação homogênea associada y"+ y = 0 é 

y c = c i cos x + C 2 sen x. 

Agora, como g(x) é a soma de um polinómio linear e uma função seno, nossa escolha normal 
para y p das entradas 2 e 5 da tabela de tentativas de soluções seria a soma de y pi = Ax + B e 
y p 2 = C cos x + D sen x: 

y p = Ax + B + C cos x + D sen x. (5) 

Mas há uma óbvia duplicação dos termos cos x e sen x nesta forma escolhida e dois termos na 
função complementar. Essa duplicação pode ser eliminada simplesmente multiplicando y ^ por x. 
Em vez de (5) usamos agora 

y p = Ax + B + Cx cos x + Dx sen x. 


( 6 ) 
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Derivando essa expressão e substituindo os resultados na equação diferencial, temos 
y" + y p = Ax + B - 2 C sen x + 2 D cos x = 4x + 10 sen x 

e daí, A = 4 

5 = 0 
-2C = 10 
2D = 0. 

As soluções do sistema são imediatas: A = 4, 5 = 0, C = -5e D = 0, Portanto, de (6) 
obtemos 

y p = Ax - 5x cos x. 

A solução geral da equação dada é 

y = y c + >> = C| cos x + c-> sen x + 4* - 5x cos x. 

Agora, aplicamos as condições iniciais prescritas à solução geral para a equação. 
Primeiro, y(n) = c\ cos k + ci sen n + 4íi - 5rt cos n = 0 implica c\ = 9tc pois cos n = - 1 e 
sen 71 = 0. Prosseguindo, da derivada 

y' = - 971 sen x + C 2 cos x + 4 + 5x sen x - 5 cos x 

c /(7i) = - 9 tt sen TC + C 2 cos 7t + 4 + 5 tt sen TC - 5 cos tü = 2 

encontramos C 2 = 7. A solução para o problema de valor inicial é então 

y = 971 cos x + 7 senx + 4x - 5xcos x. ■ 


EXEMPLO 9 

Resolva y" - 6/ + 9y = 6x 2 + 2 - 12* 3x . 

Solução A função complementar é 

y c = c,e 3x + c 2 « 3x 


e baseado nas entradas 3 e 7 da tabela, a escolha usual para uma solução particular seria 

y p = Ax 2 + 5x + C + De* x . 



Inspecionando essas funções, vemos que um termo em y p2 coincide com um termo de y c . Se 
multiplicarmos y pl porx, notamos que o termo xe 3x é ainda parte de y c . Mas multiplicando y pl por 
x 2 , eliminamos todas as duplicações. Logo, a forma eficaz de uma solução particular é 
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y p = Ax 2 + Bx + C + Dx 2 e ix . 

Derivando esta última forma, substituindo na equação diferencial e agrupando os termos, 
obtemos, 

y'p - fyp + 9y P = 9Ax 2 + (- 12A + 9 B)x + 2A - 6B + 9C + 2 De ix 

= Bx 2 + 2 - Xle 2 *. 

Segue-se desta identidade que A = 2/3, B = 8/9, C = 2/3 e D = - 6. Logo, a solução geral 

y = y e + y P & 

y = c,* 31 + cz-re 3 * + |x 2 + + | - 6xV u . ■ 

Equações de Ordem Superior 

O método dos coeficientes indeterminados dado aqui não é restrito a equações de segunda 
ordem; mas pode ser usado com equações de ordem superior 

+ <*n - iy ( " ” 11 + ... + a\y'+ 0 ( 1 )’ = sM 

com coeficientes constantes. Só é necessário que g(x) consista nos tipos próprios de funções 
discutidas acima. 


EXEMPLO 10 x 

Resolva /" + y" = e x cos x. 

Solução As raízes da equação característica m' + m 2 = 0 são m\ = m2 = 0 e «3 = - 1. 
Então, a solução complementar para a equação é y c = c\ + eix + x . Com g(x) = e x cos x 
vemos na entrada 10 da tabela de tentativas de soluções particulares que devemos escolher 

y p = At 1 cos x + Be x sen x. 

Como não há nenhuma função em y p que coincida com funções da solução complementar, 
procedemos da maneira usual. De 

y p" + y p = (- 2A + 4 B)e x cos * + (- 4A - 2B)e x sen x = e x cos x 
obtemos —2A + 4B = I 

-4A - 2B = 0. 

Desse sistema, determinamos A = — 1/10 e B = 1/5. Logo, uma solução particular é 
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A solução geral para a equação é 


y = yc + y P = c, f «a» + ^ 



cos x + je* 


sen 


a:. 



EXEMPLO 11 

Determine a forma de uma solução particular para 

y(4) + yT = I - *“ x . 

Solução Comparando a função complementar 

y c = C| + + cyx 2 + c 4 e' x 

com nossa escolha normal para uma solução particular 

y P 

0 0 

vemos que as duplicações entre y c e y p são eliminadas quando y pl 6 multiplicada por x 3 e y p2 é 
multiplicada por x. Logo, a escolha correta para uma solução particular é 

y p = Ax 3 + Bxe~ x . 


4.4 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 451. 

Nos Problemas 1-26, resolva a equação diferencial dada pelo método dos coeficientes indeterminados. 


1. y" + 3/+ 2y = 6 
3. 10 y'+ 25 y = 30* + 3 

5. !/'+ y' + y = x 2 - 2x 

7. y" + 3y = - 48x V* 

9. y' = -3 
11. y' + iy = 3 + e^ 

13. y" + 4y = 3 sen 2x 
15. y" + y = 2x sen x 


2. 4y + 9y = 15 

4. y" + y'- 6y = 2x 

6. y"- 8y'+ 20y = lOQx 2 - 26xe x 

8. 4y" - 4y' - 3y = cos 2x 
10. y"+ 2y' = 2x + 5 - e* 21 
12. y" — 16y = 2*** 

14. y" + 4y = (x 2 - 3) sen 2x 
16. y"— 5y' = 2r 3 - 4x 2 - x + 6 
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17. y"- 2/ + 5y = e x cos 2x 
19. >•"+ 2y' + y = sen x + 3 cos 2x 
21. y'"- 6y" = 3 - cos x 
23. /" - 3y" + 3/ - y = x - 4*' 
25. y <4, + 2y" + y = {x - I) 2 


18. >•" - 2y' + 2y = e ~*(cos x - 3 sen x) 


20. y" + 2y' - 24>- = 16 - (x + 2)e 


4c 


22. y - 2y" - 4y' + 8y = 6xe 


2x 


24. >•'" — y" - 4y' + 4y = 5 - ^ + e 2 * 
26. y (4) - y" = 4x + Ice" 4 


Nos Problemas 27 e 28. use uma identidade trigonométrica como auxílio para encontrar uma solução 
particular para a equação diferencial dada. 


27. y" + y = 8 sen x 


28. y + y = sen x cos 2x 


Nos Problemas 29-40. resolva a equação diferencial dada sujeita às condições iniciais indicadas. 

29. y" + 4y = -2. yí| ] = y'í| ) = 2 30. 2y" + 3y' - 2y = 14, 2 - 4x - 11. ><0) 

= 0. /(O) = 0 

31. 5y" + y' = -6x. y(0) = 0. y'(0) = - 10 32. y" + 4y' + 4y = (3 + x)e~^, ><0) 

= 2. y'(0) = 5 

33. y" + 4y' + 5y = 35*~ 4 ', y(0) = -3. y'(0) =1 34. y" - y = cosh x. »<0) = 2, y'(0> = 12 


d l x 


<fx 


35. + (o l x = Fo sen o>r. x<0) = 0. x'(0) = 0 36. ^-j + oj £ x = F 0 cos yr. x<0) = 0. x'(0) = 0 

Já* Ja* 




37. y" + y = cos x - sen 


df* 




38. y" - 2y' - 3y = 2 cos 2 *. y(0) = - y y'(0) = 0 

39. y"’ - 2y" + y' = 2 - 24c' + 40c 5 ', y<0) = y'(0) = y"(0) = -| 

40. y"' + 8y = 2x - 5 + 8*' **. y(0) = - 5, y'(0) = 3. y"(0) = - 4 

Nos Problemas 41 e 42, resolva a equação diferencial dada sujeita às condições de contorno indicadas. 

41. y" + y = x 2 4- 1. y(0) = 5, y(l) = 0 

42. y" - 2y' + 2y = 2x - 2, y(0) = 0, y(jc) = * 

43. Na prática, a função aplicada g(x) é frequentemente descontínua. Resolva o problema de valor inicial 

y" + 4 y = gix), y(0) = l. /(O) = 2, 
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em que 



sen .t. 

0 . 


0 < t < n/2 
x > n/2 


| Sugestão: Resolva o problema nos dois intervalos e então encontre uma solução de tal forma que y e 
y' sejam contínuas cm x = n/2.\ 


4.5 OPERADORES DIFERENCIAIS 


Em cálculo, usamos freqüentemente a letra maiuscula D para denotar derivação; isto é. 


dv 

dx 



O símbolo D é chamado de operador diferencial; ele transforma uma função difercnciávcl cm 
outra função; por exemplo, 

D(f 4 ') = 4e 4x , D(5x } - 6x 2 ) = 15.t : - 12*. D( cos 2x) = -2 sen 2*. 

O operador diferencial D também possui uma propriedade de linearidade; D operando cm uma 
combinação linear de duas funções diferenciáveis é o mesmo que a combinação linear de D 
operando nas funções individualmente. Em símbolos, isso significa 

O (afix) + bg(x ) } = a Dfix) + b Dg(x ). (1) 

cm que a e b são constantes. Por causa da igualdade (I), dizemos que D é um operador 
diferencial linear. 


Derivadas de Ordem Superior 

Derivadas de ordem superior podem ser expressas em termos de D de uma maneira natural: 

~ D(Dy) = D 2 }’ e no caso geral = D n y\ 
dx^dx J dx 2 dx 

em que y representa uma função suficicntemente difercnciávcl. Expressões polinomiais envol- 
vendo D, tais como 

D + 3, D 2 + 3D — 4, e 5D 3 -6D 2 + 4D + 9 
são também operadores diferenciais lineares. 


Equações Diferenciais 

Qualquer equação diferencial linear pode ser expressa em termos de D. Por exemplo, uma 
equação diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes ay" + by' + cy = g(x)pode 
ser escrita como 
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aD 2 y + bDy + cy = g(x) ou { aD 2 + bD + c)y = g(x). 

Se definirmos L = aD 2 + bD + c, então a última equação pode ser escrita de maneira com- 
pacta como 

Uy) = g(x). 

O operador L = aD 1 + bD + c é chamado de operador diferencial linear de segunda ordem 
com coeficientes constantes. 


E X E M P LO! # 

A equação diferencial y" + y' + 2y = 5x - 3 pode ser escrita como 

(D 2 + D + 2)y = 5x - 3 ■ 

Um operador diferencial linear de n-ésima ordem 

L = aj) n + a n _ i D n “• + ...+ a x D + a 0 

com coeficientes constantes pode ser fatorado quando o polinómio característico 
a n m n + a n _ \m n " 1 + ... + a\m + oq também se fatora.* Por exemplo, se tratamos D como 
uma quantidade algébrica, então D 2 + 5D + 6 pode ser fatorado como ( D + 2) (D + 3) ou 
como ( D + 3) (D + 2). Em outras palavras, para uma função y = fix) duas vezes diferenciável 

( D 2 + 5 D + 6 )y = (D + 2)(D + 3)y = (D + 3X*> + 2)y. 

Para ver por que isso funciona assim, seja w = (D + 3)y = y' + 3y, então 

(D + 2)w = Ovv + 2 h» = (y" + 3y') + (2/ + 6y) = y" + 5/ + 6y 



Analogamente, se colocarmos w = (D + 2)y = y' + 2y, então 


(D + 3)»v = Ow + 3w = (y" '+ 2y') + (3y' + 6y) = y" + 5 y' + 6y. 



Isso ilustra uma propriedade geral: 

Fatores de um operador diferencial linear com coeficientes constantes comutam. 


Se desejarmos usar números complexos, entãQ um operador diferencial com coeficientes constantes pode 
ser sempre fatorado. Estamos, porém, primeiramente preocupados em escrever equações diferenciais em 
forma de operador com coeficientes reais. 
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EXEMPLO 2 

(a) O operador D 2 - 1 pode ser escrita como 

(D + 1 XD - 1) ou (D - 1 KD + 1). 


(b) O operador D~ + D + 2 do Exemplo 1 não se fatora com números reais. 


EXEMPLO 3 

A equação diferencial y" + 4y' + 4y = 0 pode ser escrita como 

(D 2 + 4D + 4)y = 0 ou (D + 2)(D + 2)y = 0 ou (D + 2 ) 2 y = 0. ■ 


Operador Anulador 

Se L é um operador diferencial com coeficientes constantes c y = J[x) é uma função suficicntc- 
mente difcrcnciávcl, tal que 

Hy) = 0. 

então dizemos que L é um anulador da função. Por exemplo, se y = k (uma constante), então 
Dk = 0. Ainda, D 2 x = 0, D 3 x 2 = 0 e assim por diante. 

O operador diferencial D n anula cada uma das funções 

| . w- —2 n — i 

’ ( 2 ) 

Como conseqüência imediata de (2) e do fato de que a derivação pode ser feita termo a termo, 
um polinómio 

Cq + C\X + ... + c n _ \x n ' 1 
é anulado por um operador que anula a maior potência de x. 


EXEMPLO 4 

Encontre um operador diferencial que anula I - 5x 2 + 8at\ 

Solução Por (2), sabemos que D 4 * 3 = 0, e daí segue-se que 

D 4 (l - 5x 2 + 8x 3 ) = 0. ■ 

Nota As funções que são anuladas por um operador diferencial linear de n-ésima ordem L são 
simplesmente aquelas que podem ser obtidas a partir da solução geral para a equação diferencial 
homogênea L(y) = 0. 
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O operador diferencial (D - a) n anula cada uma das funções 




, xV“, i" - 1 e 


(3) 

Para ver isso, note que a equação auxiliar da equação homogênea (D - a) n y = 0 é 
(m - a) n =0. Como aé uma raiz de multiplicidade ii, a solução geral é 


- ~.~ax 


y = Cie 


+ c 2 xe ax + ... + C/fX" - 


(4) 


EXEMPLO 5 

Encontre um operador anulador para 

(a) e 5x c (b) 4*^ - fuce 1 *. 

Solução (a) Por (3), coma = 5e/i = 1, vemos que 

(D - 5)e 5 * = 0. 

(b) Por (3) e (4), com a = 2 e n = 2, vemos que 

( O - 2)\4e lx - àxe 2 *) = 0 . ■ 

Quando ac/? são números reais, a fórmula quadrática mostra que |m : - 2 um + (a 2 
+fi 2 )\ n = 0possui raízes complexas a + ifí, a - ifi % ambas dc multiplicidade n. Da discussão 
do final da Seção 4.3, temos o próximo resultado. 

O operador diferencial (D 2 - 2 aD + (a 2 + /? 2 )] n anula cada uma das funções 
e", cos /k, xé* cos fix. A®* cos fix x* “ V* cos /?x, 
sen /íx, xe^sen /3x, x 2 f ÍZX se/i /?x ... f x* ” V 1 * sen flx. 


EXEMPLO 6 

Por (5), coma = -l,/? = 2en = 1, vemos que 

(D 2 + 2D + 5*-*cos2x = 0 e (D 2 + 1D + 5>e‘^sen2x = 0. ■ 

Como >j(x) = e~ K cos 2x e yjM = 1 sen 2x são duas funções linearmente indepen- 
dentes na solução geral para ( D 2 + 2D + 5)y = 0, o operador linear D 2 + 2D + 5 também 
anula qualquer combinação linear dessas funções, tal como 5e~ x cos 2x - 9e~ x sen 2x. 




Por (5), com a = 0, = \ c n = 2, vemos que o operador diferencial (D 2 + l) 2 ou 

D 4 + 2D 2 + 1 anula cosx, xcosx, senx e xsenx. Ainda, (D 2 + i) 2 anula qualquer combi- 
nação linear dessas funções. ■ 
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Quando a = Ocn = l.uin caso especial de (5) é 

( 6 ) 

Estamos interessados em anuladores da soma de duas ou mais funções. Como vimos 
nos Exemplos 4-7, se L é um operador diferencial linear tal que L(y\) = 0 e L(y 2 ) = 0, então L 
anula a combinação linear C|>*i(x) + ctfiix). Isso c uma conseqüência direta do Teorema 4.3. 
Vamos supor agora que L\ e L 2 são operadores diferenciais lineares com coeficientes constantes 
tais que, L\ anula y\(x) e Li anula y 2 (x\ mas L\{yi) # 0e L 2 (yi ) * 0. Então, o produto dos 
operadores diferenciais L\L 2 anula a soma + Cjy 2 (x). Podemos facilmente demonstrar 

isso usando linearidade e o fato de que L\Li = LiL\: 

L\hfy\ + yí) =L\hty\) + 

= L>L x iy\) +LXLI&) ( 7 ) 

= Li\L\{y x )\ + L,[L 2 (y 2 )] = 0. 


(O 2 + f) C0S * = 0 . 

sen px 




EXEMPLO 8 

Encontre um operador diferencial que anula 7 - x + 6 sen 3x. 

Solução Por (2) e (6) temos, respectivamente. 

D 2 (7 - x) = 0 e (D 2 + 9) sen 3* = 0. 

Segue-se de (7) que o operador D 2 (D 2 + 9) anula a combinação linear dada. ■ 

EXEMPLO 9 

Encontre um operador diferencial que anula e~ ix + xe x . 

Solução Por (3), 

(D + 3)e“^ = 0 e (D - 1 fxe 1 = 0. 

Logo, o produto dos dois operadores (D + 3 )(D - l) 2 anula a combinação linear dada. ■ 

Observação O operador diferencial que anula uma função não é único. Por exemplo, sabe- 
mos que D - 5 anula e 5x , mas também os operadores diferenciais de ordem superior, como 
(D - 5)(£> + 1) e (D - 5 )D 2 , anulam essa função. (Verifique isso.) Quando procuramos um 
anulador diferencial para uma função y = j{x) t queremos o operador de menor ordem possível 
que faça este trabalho. 
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4.5 EXERCÍCIOS 


As respostas dso exercícios selecionados estão na página 451. 

Nos Problemas 1-6. a equação diferencial é dada na forma Uy) = g{x), cm que L é um operador diferencial 
com coeficientes constantes. 


1. Q +5y = 9 sen* 
dx 


2. 4 g + 8y = J r + 3 


3. 3 y" - 5/ + y = e* 4. /" - 2 y" + 7/ - 6y = I - sen* 

5. y'" - 4 y" + 5y' = Ax 6. y (4) -2 y" + y = e -J * + e 2 ' 

Nos Problemas 7-16. se possível, fatore o operador diferencial dado. 


7. 9 D 2 - 4 


9. D 1 - AD - 12 


11. D J + ÍOO 2 + 25 D 
13. D 5 + 2D~ — 13 D + 10 
15. D* + 80 


8. D 1 - 5 
10. 2D 2 - 30 - 2 
12. D } + 40 
14. O 3 + 4D 2 + 30 
16. O 4 - 80 2 + 16 


Nos Problemas 17-20, verifique que o operador diferencial dado anula a função indicada. 


17. D 4 ; y = lQx 3 - 2x 
19. (D - 2X0 + 5); y = 4e‘ 


x/2 


18. 20—1; y = 4e 


20. 0 2 + 64; y = 2 cos Sx - 5 sen 8x 


Nos Problemas 21-32, encontre um operador diferencial que anule a função dada. 


21. 1 + 6x - 2x : 


22. jr 3 (l - 5x) 


23. 1 + le 




ár 


25. cos 2x 


24. x + 3xe 


26. 1 + sen* 


27. 13* + 9x 2 - sen 4* 
29. e~ x + 2xe x - x 2 e x 


31. 3 + e x cos 2* 


28. 8* - sen* + 10 cos 5* 
30. (2 - e x ) 2 


32. e x sen* - e 2 * cos* 


Nos Problemas 33-40 encontre funções linearmente independentes que são anuladas pelo operador 
diferencial dado. 


33. 0 5 


34. D L + 40 


36. 0 - 90 - 36 


35. (0 - 6X20 + 3) 
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37. D 1 + 5 38. D 2 - 6D + 10 

39. D' - 10 D 2 + 25D 40. D 2 (D - 5 XD - 7) 

4.6 COEFICIENTES INDETERMINADOS - ABORDAGEM 
POR ANULADORES 

Para obter a solução geral para uma equação diferencial linear não -homogênea devemos fazer 
duas coisas: 

(i) Encontrar a função complementar 

(li) Encontrar uma solução particular y p para a equação não-homogênea. 

Lembre-se da discussão da Seção 4. 1 de que uma solução particular é qualquer função, indepen- 
dente de constantes, que satisfaça a equação diferencial identicamente. A solução geral para uma 
equação não-homogênea em um intervalo é então y ■ y c + y p . 

Se L denota um operador diferencial linear da forma aj) n + a„ _ \DP~ 1 + ... + a\D + ao* 
então uma equação diferencial linear não-homogênea pode ser escrita simplesmente como 

Uy) = g(x) (1) 

O método dos coeficientes indeterminados apresentado nesta seção limita-se a equações 
lineares não-homogêneas 

• que têm coeficientes constantes, c 

• em que g(x) é uma constante k , uma função polinomial, uma função exponencial e ,lx % 
sen/3x, cosfix ou somas e produtos finitos dessas funções. 

Nota Precisamente, g(x) = k t (uma constante) é uma função polinomial. Como uma função 
constante não é provavelmente a primeira coisa que lhe vem à mente quando você pensa em 
funções polinomiais, para enfatizar, continuamos a usar a redundância “funções constantes, 
polinomiais,...** 

O que segue são alguns exemplos de tipos de funções aplicadas g(x) que são apro- 
priados para essa discussão: 

g(x) = 10 

SM = x 2 - 5x 

g(x) = 15x - 6+ 8e 4 ' 


g(x) = sen3x - 5x cos 2x 
g(x) = c' cos x - (3x 2 - l)e~ x 
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e assim por diante. Em outras palavras. g(x) é uma combinação linear de funções da forma 

k (constante), x* y x m e ax , x m e ax cosP, e x m e ax senflx, 

em que m é um inteiro não negativo e a e são números reais. O método dos coeficientes 
indeterminados não se aplica a equações da forma (1) quando, por exemplo. 

g(x) = In*, g(x) = g(x) = tgx, g(x) = sen' 

Equações diferenciais com este último tipo de função aplicada serão consideradas na Seção 4.7. 

Como vimos na Seção 4.5, uma combinação linear de funções do tipo k , x m , x m e ax , 
x m e ux cosfix e x m e ax senfix é precisamente o tipo de função que pode ser anulada por um 
operador L\ (de menor ordem) consistindo em um produto de operadores tais como D n , 
(D - a) n e (D 2 - 2 aD 4- ar + /J 2 / 1 . Aplicando L\ a ambos os membros de (1), obtemos 

L\Uy) = L,(g(*)) = 0 (2) 

Resolvendo a equação homogênea de ordem maior L\L(y) = 0, podemos descobrir a forma de 
uma solução particular y p para a equação não-homogênea original L(y) = g(x). 

Os vários exemplos seguintes ilustram o método. A solução geral para cada equação 
está definida no intervalo (- <*>. <»). 


EXEMPLO 1 

Resolva ^ + 3 ^ = 2y = 4* 2 . (3) 

dx úx 

Solução 

Passo 1. Primeiramente resolvemos a equação homogênea 

^ + 3? = 2y = 0. 
dx 2 dx 

Da equação auxiliar m 2 +• 3m + 2 = (m + lKm + 2) = 0, encontramos m\ = - I e m 2 = - 2, 
assim a função complementar é 

y c = c,e~ x + C 2 « _2x . 

Passo 2. Em vista de (2) da Seção 4.5, (3) pode se tomar homogênea se derivarmos três vezes 
cada lado da equação. Em outras palavras. 

d\d 2 + 3D + 2)y = 4 D i x 1 = 0, 


( 4 ) 
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desde que D 3 * 2 = 0 

A equação auxiliar de (4), 

m\m 2 + 3m + 2) = 0 ou m\m + 1 X m + 2) = 0. 
lem raízes 0, 0, 0, - 1 e - 2. Logo. sua solução geral é 

>• = c, + c 2 x + c 3 xr + c 4 «r x + c 5 « -21 . . (S) 

Os dois últimos termos cm (5) constituem a função complementar da equação original (3). Podemos 
então argumentar que uma solução particular y p de (3) deve também satisfazer a equação (4). Isso 
significa que os termos remanescentes em (5) devem ser a estrutura básica de y p : 

y p = A + Bx + Cx 2 , (6) 

em que, por conveniência, trocamos cj, C 2 e C 3 por A. B e C. respcctivamentc. Para ( 6 ) ser uma 
solução particular para (3), é necessário encontrar coeficientes específicos A, B e C. Derivando • 
( 6 ), temos 

y; = B + 2Cr. y" = 2 C, 

c substituindo em (3), obtemos 

yp + typ + 2y p = 2C + 3B + 6Cx + 2A + 2Bx + 2 Cx 2 = Ax 1 . 

Como a última equação deve ser uma identidade, os coeficientes das potências iguais de x devem 
ser iguais: 


igual 



+ |2fl + 6 C U + |2/t + 3fi + 2C] = Ax + ftt + 0 


Isto é, 

2C = 4 
2B + 6 C = 0 
2A + 3B + 2C = 0. 

Resolvendo (7), lemos A =7, £ = — 6 eC = 2. Logo. y p = 7 — 6 * + 2x 2 . 
Passo 3. A solução geral para (3) é y = y c + y p ou 

y = C{e~ x + C 2 f' lc + 7 - dr + 2x 2 . 



» 
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EXEMPLO 2 

Resolva y" - 3 y' = 8e 3x + 4 sen x. (8) 

Solução 

Passo 1. A equação auxiliar para a equação homogênea y" - 3/ = 0 é m(m - 3) = 0 , assim 

= C| + cje u . 

Passo 2. Agora, como (D - 3)e 3x = 0 e (D 2 + l)sen x = 0, aplicamos o operador diferen- 
cial (D - 3)(D 2 + 1) a ambos os lados de (8): 

(D -3)(D 2 + 1XZ> 2 - 3 D)y = 0 (9) 

A equação auxiliar de (9) é 

(m - 3)(m 2 + lXm 2 - 3 m) = 0 ou m(m - 3) 2 (m 2 + 1) = 0. 

Logo, y = C/ ♦ C2* 3 * + C3xe 3x + C4 cos x + C5 sen x. (10) 

Depois, excluindo a combinação linear dos dois primeiros lermos que corresponde a y c , 
chegamos à forma de y p : 

y p = Axe** + B cos x + C sen x. 

Substituindo y p em (8) e simplificando, temos 

yp “ 3 y' = 3 Ae 3x + (-R - 3 C) cos * + (3 B - C) sen x 
= %e ix + 4 sen x. 

Igualando os coeficientes, obtemos 

3A = 8 
-B - 3C = 0 
3fi - C = 4. 

Assim, A = 8/3, B = 6/5, C = - 2/5 e, consequentemente, 

8 3x6 2 . 

y p = ^xe M + - cos x - — sen x. 

Passo 3. A solução geral para (8) é, portanto, 

S 6 2 

y = cj + c 2 e 3x + — xe 3x + 7 cos x - 7 sen x. ■ 
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E XE M P L O 3 

Resolva / + 8y = 5x + 2e~ x . (11) 

Solução Por (2) e (3) da Seção 4.5, sabemos que D 2 x = 0 e (D + [)e~ x = 0, respecti- 
vamente. Então, aplicamos D 2 (D + 1) a (1 1): 

D 2 (D + 1 XD 2 + 8 )y = 0. 

Verificamos que 

y = í ci cos 2?Í2x + g sen 2>l2x | + cj + c*x + c*e~* 

assim y p = A + Bx +Ce" x . 

Substituindo y p cm (11), temos 

y p + %y p = 8* + 8 Bx + 9 Ce‘ x = 5x +2e" x . 

Isso implica A - 0, B = 5/8 e C = 2/9, assim, a solução geral para (I I) é 

y = C| cos l4lx + ci sen 2>/2x + ^x + ■ 


EXEMPLO 4 

Resolva y" + y = x cosx - cosx. (12) 

Solução No Exemplo 7 da Seção 4.5, vimos que x cosx e cosx são anulados pelo operador 
(D 2 + l) 2 . Logo. 

(D 2 + 1) 2 (D 2 + l)y = 0 ou (D 2 + l) 3 y = 0. 

Como i e - i são ambas raízes complexas de multiplicidade 3 da equação auxiliar da última 
equação diferencial, concluímos que 


ci cos x + C2 sen x + a x cosx + a senx + csx cos x + c<>x senx. 


Substituímos 

y p = Ax cos x + Bx sen x + Cx 2 cos x + Ex 2 sen x 
em (12) e simplificamos: 

y p + y p = 4Ex cosx - 4Cx senx + (2B + 2C)cosx + (-2A + 2E) senx 


= x cos X - COS X. 



206 


Equações Diferenciais Cap. 4 Volume l 


Igualando os coeficientes, obtemos as equações 

4 E = 1 
- 4C = 0 
2B + 2C = - I 


- 2A + 2£ = 0, 


das quais encontramos £ = 1/4, C = 0. B = -l/2c A = 1/4. Logo. a solução geral para (12) é 


I 


I 


1 


y =c | cos x + C 2 sen x + — x cos x - — x sen x + — x sen x. 


EXEMPLO 5 

Determine a forma de uma solução particular para 

2/ + y = 10f~**cosx 

Solução A função complementar para a equação dada èy c = c\e x + C 2 xe*. 

Agora, por (5) da Seção 4.5, com a = -2,0 = \ cn = I, sabemos que 

( D 2 + 4 D + 5)e~ ** cos x = 0. 

Aplicando o operador D 2 + 4 D + 5 a (13), temos 

(D 2 + 4D + 5XD 2 - 2D + \)y = 0. 

Como as raízes da equação auxiliar de (14) são — 2 — i, — 2 + i, 1 e I, 


C\£ + C 2XI* J +C3*‘ 


WJ 4 


Logo, uma solução particular para (13) pode ser encontrada com a forma 

= Ae~ 2t cos x + 2t sen x. 


E X E M P L'0 - 6 

Determine a forma de uma solução particular para 

y'“- 4/'+ 4y' = 5x 2 - 6x + 4x 2 f 2 ' + Se 5 *. 


(13) 


(14) 



( 15 ) 
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Solução Observe que 

D\Sx 2 - 6*) = 0. (O - 2) 3 Jt 2 e 2i = 0. e (D - 5)e Sr = 0. 

Portanto, 0 3 (Z> - 2) 3 (D — 5) aplicado a (15) resulta 

D\D - 2 )\D - 5 K£» 3 - 4D- + 40)y = 0 
ou D\D - 2) 5 (D - 5)y = 0. 

As raízes da equação auxiliar para a última equação diferencial são 0, 0, 0, 0, 2, 2. 2, 2, 2 e 5. 
Logo, 

C2T + Cjx 2 + C4X 3 + [ C5* 2 * | <nx 1 e 2x + cVí 1 ' + ru* 4 * 2 * + cior 5 *. (16) 

Como a combinação linear c\ + pode ser vista como a função comple- 

mentar de (15), os outros lermos cm (16) fornecem a forma dc uma solução particular para a 
equação diferencial: 

y p =Ax + Bx 2 + Cx } + Ex 2 e 2x + Fx^e 1 * + Ca V* + He 5x . ■ 



Resumo do Método 

Para sua conveniência, o método dos coeficientes indeterminados está aqui resumido: 


Coeficientes Indeterminados - Abordagem por Anuladores 


< A equação diferencial Uy) = g(x) tem coeficientes constantes e a função consiste em somas e 
produtos finitos de constantes, funções polinomiais, funções exponenciais e", senos e co-senos. 

#»' * - *S • ( Ufv/> * - •,> 1 1 • « 1 1 j I * •• ^ ^ I ^ * • m f • #'| 

•’* V m •* .8.» J;. * < • V' *\ 'a, 

(i) Encontre a solução complementar y c para a equação homogênea Uy) = 0. 

9 #% ■* * f • ' 4 • . # • * . ^ * 4 • j f " ' * . , ^ « 

(ii) Opere em ambos os lados da equação não-homogênca Uy) = g(x) com um operador 
diferencial L|, que anula a função g(x)._ 


n 

s; 


Encontre a solução geral para a equação diferencial homogênea de maior ordem L\Uy) = 0. 
Desconsidere todos os termos da solução encontrada cm (iii) que estão duplicados na solução 






complementar y c encontrada em (i). Forme uma combinação linear y p dos termos restantes. 
Essa é a forma'dè uma solução particular para Uy) = g(x). 


(v) . Substitua y p encontrada em (iv) na equação Uy) = g(x). Agrupe os coeficientes das funções 
-m eada lado da igualdade e resolva o sistema resultante de equações para os coeficientes 
adetennioatloè èm >y _** • 0.=- pm - 

encontrada em (v), forme a solução geral y = y c + y p para a 
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4.6 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 452. 

Nos Problemas 1-32. resolva a equação diferencial dada pelo método dos coeficientes indeterminados. 


1. 

/' - 9y = 54 

2. 

2y 

- 

' + 5y = - 29 

3. 

y" + y' = 3 

4. 

y" 

+ 2y" 

+ / = 10 

5. 

y" + 4y' + 4y = 2* + 6 

6. 

y" 

+ 3/ 

= 4x - 5 

7. 

y'" + y" = 8x 2 

8. 

y" 

-2/ 

+ y = x 3 + 4x 

9. 

/'- y' - 12y = e 4x 

10. 

y" 

+ 2/ 

+ 2y = Se 6 * 

11.* 

y"- 2y' - 3y = 4e* - 9 

12. 

y" 

+ 6y' 

+ 8y = 3e~ 2x + 2x 

13. 

y" + 25y = 6 sen x 

14. 

y" 

+ 4y - 

= 4 cos x + 3 sen x - 8 

15. 

y" + 6y' + 9y = - xe ** 

16. 

y" 

+ 3/ 

- 10 y = x(/ + 1) 

17. 

y"~ y = + 5 

18. 

y" 

+ 2/ 

+ y = xV z 

19. 

y" - 2y' + 5y = / sen x 

20. 

y" 

+ / 1 

- Jy = /(sen 3x - cos 3x) 

21. 

y" + 25y = 20 sen 5x 

22. 

y" 

+ y = 

4 cos x - sen x 

23. 

y" + y' + y = x sen x 

24. 

y" 

+ 4y ■ 

= cos 2 x 

25. 

y" + 8y" = -6x 2 + 9x + 2 

26. 

y" 

+ y'-y = /- f _, + 7 

27. 

y'" — 3y" + 3/- y = / - x + 16 

28. 

2 y 

3 3y' + 2y = («* + e~‘) 2 

29. 

y (4) - 2y'" + y" = / + 1 

30. 

y m - 4> 

= 5* 2 - 

31. 

16y (4) - y = Z' 2 

32. 

y w - 5, 

" +4 y = 2coshx - 6 

Nos 

Problemas 33-40. resolva a equação diferencial dada 

sujeita às condições iniciais indicadas. 

33. 

y" - 64y = 16. y( 0) = 1. y'(0) = 0 

34. 

r 

+ / 

= *. y (0) = 1, y'( 0) = 0 

35. 

y" - 5/ = X - 2. y< 0) = 0. y'(0) = 2 

36. 

y" 

+ 5y' 

- 6y = IOí 2 *, y(0) 





1. y'<0) = 1 

37. 

y" + y = 8 cos 2x - 4 sen x. y(*/2) 

38. 

y m - 2y 

'' + >• = «' + 5. y(0) 


= - 1. /(K/2) = 0 =2. /(O) = 2, /'(O) = - 1 
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39. y" - 4y' + 8 y = x 3 , y\0) = 2. y'( 0) = 4 40. y {A) - y"' = x + e x . y( 0) = 0. y'(0) 

= 0. y"(0) = 0. y"'(0) = 0 

Nos Problemas 41 e 42, determine a forma de uma solução particular para a equação diferencial dada. 

41, y" - y = e\2 + 3* cos 2c) 42. y" + / = 9 - e~* + x 2 sen x 

43. Mostre que o operador ( xD - I )(0 + 4) é diferente do operador ( D + 4)(xD - I ). 

44. Prove que a equação diferencial 

a,,/' 0 + a n _ ,y ( " " 11 + ... + a\f + a&- = k, 

9 • 

k uma constante, * 0. tem como solução particular a função y p = k/a^. 


4. 7 VARIAÇÃO DOS PARÂMETROS 


Revisão de Equações Lineares de Primeira Ordem 

No Capítulo 2, vimos que a solução geral para a equação diferencial linear de primeira ordem 

^ + P(x)y = /(x). 

em que P(x) c f{x) são contínuas em um intervalo /, é 

y = e-\ J e J ^fWdx + c,í- I 
Agora, (2) tem a forma y = y r + y^ em que y f = cjí* i £ uma solução para 

g + />(*» = 0 


(D 


( 2 ) 


( 3 ) 


y p = J e í«'»' í 7todx 


( 4 ) 


é uma solução particular para (1). Para motivar um método adicional para resolver equações 
lineares não-homogêneas de ordem superior, vamos novamente deduzir (4), agora por um 
método conhecido como variação dos parâmetros. O procedimento básico é essencialmente 
aquele usado na Seção 4.2. 

Suponha que >*j seja uma solução conhecida para (3); isto é, 

dy x 


dx 


+ PMy i = 0. 
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Provamos na Seção 2.5 que y\ =e~l r ‘ ixidx é uma solução e. como a equação diferencial é linear sua 
solução geral é y = C| Vj(a). Variação dos parâmetros consiste em encontrar uma função u\ tal que 

y P = «iWyiW 

seja uma solução particular para <1). Em outras palavras, trocamos o parâmetro c, por uma 
variável U\. 

Substituindo y p = iqyi em (1), obtemos 

l«l>'ll + r(x)uiyi =f(x) 


dy | dii\ 

wi -T" + y\ — + 


M| 


dx 

ày\ 

dx 


dx 


+ n*)y\ 


1 àu x 

l + yi ÍT 




=/w 


j 


[zero ] 


assim 



Separando as variáveis, encontramos 



m 

>iW 


dx e ii | 


seguc-sc então que 



y = “iJi 




JW 

yi(*) 


dx. 


Pela definição de y |, vemos que o último resultado é idêntico a (4). 


Equações de Segunda Ordem 

Para adaptar o procedimento precedente a equações diferenciais lineares de segunda ordem 

*2 (*)/' + + 00 (*)y = ( 5 ) 

colocamos (5) na forma padrão 

f + + Q(*)y = /M («) 


dividindo por a<i(x). Aqui, supomos que P(x), Q(x) e /(a) são contínuas em algum intervalo /. A 
equação (6) é análoga a (1). Como sabemos, quando P{x) e Q(x) são constantes, não temos 
nenhuma dificuldade em escrever y c . 
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Suponha que > j e y 2 fomiem um conjunto fundamental de soluções em / da forma 
homogênea associada (6); isto é, 

y\ + PWr( + QMy\ = o « yí' + Wtà + <Mn = o. 

Agora, perguntamos: podemos encontrar duas funções U| c U 2 tais que 

>> = ui(*)y\(x) + U2(x)y 2 (x) 

seja uma solução particular para (6)? Note que nossa suposição para y p é a mesma que 
y c = r|>’| + C 2 >’ 2 . mas substituímos C| c c 2 pelos “parâmetros variáveis” u\ e u 2 . Como quere- 
mos determinar duas funções desconhecidas, a razão nos diz que precisamos de duas equações. 
Como na discussão introdutória que resultou na descoberta de (4), uma dessas equações resulta 
da substituição y p = ujyi + u-pi na equação diferencial dada (6). A outra equação que impo- 
mos é 

)',«í + y 2 u{ = 0. (7) 

Essa equação é uma suposição que fazemos para simplificar a primeira derivada e, conseqüente- 
mente. a segunda derivada de y p . Usando a regra do produto para derivar obtemos 

zero de (7) 

y P = “i yí + >i“í + mí = «i yí + u an + yi«í + y&í (8) 

assim yp = U|>’í + " 2 >' 2 - 

Continuando, encontramos y," = u\y" + y( u{ + u^yí’ + y{ u{ . 

Substituindo esses resultados em (6), temos 

yp + Pyp + Qy P + «lyf + yí «í + «m' + yí “í + P»\y\ + P“m + e«tyi + Q“m 

= «tlyi" + Pyí + 0.vil + «2 lyí' + p >i + Qyú + yí «í + yí “2 = /(■»)• 

— — _ 

zero | [~zero 

Em outras palavras, u \ e u 2 têm de ser funções que também satisfaçam a condição 

y\u{ + yíu{ =fix) (9) 

As equações (7) e (9) constituem um sistema linear de equações para determinar as derivadas 
u{ e í< 2 - Pela regra de Cramer,* a solução para 




* 


Veja o Apêndice 111 para obter uma revisão sobre a regra de Cramer. 
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y\u[ + y 2 uí = 0 


y{u{ + y{u 2 = f(x) 


pode ser expressa em termos dc determinantes: 


u{ + 



e 



( 10 ) 


em que 



y I >2 
>*r rí 



0 

A*) 




y, 0 

y\ A x) 


dl) 


O determinante W é o Wronskiano de y\ e y 2 . Pela independência linear de >'j e y 2 em /, sabemos 
que W(a) * 0 para todo x no intervalo. 


Resumo do Método 


Em geral, não é uma boa idéia memorizar fórmulas em vez dc entender o processo. Porém, o 
procedimento precedente é muito longo c complicado de usar cada vez que queremos resolver 
uma equação diferencial. Neste caso, é mais eficiente simplesmente usar as fórmulas dc (10). 
Então, para resolver «2)'" + a \ / + a ü)' = g(*). primeiro encontre a função complementar 
y c = C|)*i + C 2 T 2 c então calcule o Wronskiano 



y\ yi 
y{ yí 


Dividindo por a 2% colocamos a equação na forma y" + Py' + Qy = fix) para determinar f[x). 
Encontramos u\cu 2 integrando u{ = W { /W e u{ = W 2 /W, em que W\ e W 2 estão definidos em 
(11). Uma solução particular é y p = u\y\ + u^. A solução geral para a equação é portanto 

y = yc + y P • 


EXEMPLO 1 

Resolva y" - 4/ + 4 >• = (x + íy 2 *. 

Solução Como a equação auxiliar é nr - 4m + 4 = (m - 2) 2 = 0, temos 


>V = C|e 2 ‘ + C 2 xc lx . 


Identificando V| = e 2 ' e y 2 - xe^, calculamos o Wronskiano 


W(e 2 \ xe^) = 


e 2 * xe* 
2^ + 
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Como a equação diferencial dada já está na forma (6) (isto é, o coeficiente de y" é 1 ). 
identificamos J{x) = (a + 1 )e lx . Por ( 1 1 ), obtemos 


(a + De* 2xe* + e 2 * 


= -(x + \\xe' 


2e 11 (x + IV 




e então, por (10). 


(x + l)xe'* , , (x + IV 

“I = ^ = -x - x, u 2 = 


= A* 4- I. 


Seguc-se que 


Portanto, 


Logo, 


A * A 


A* A' 


|<I = - y - y c Ii 2 = y + A. 






y = + >> = ci< 2 ‘ + + 




EXEMPLO 2 

Resolva 4 y" + 36>» = cosec 3a. 

Solução Primeiro, colocamos a equação na forma padrão (6), dividindo por 4: 


>•" + 9y = — cos 3 a. 

Como as raízes da equação auxiliar m 2 + 9 = Osãomj = 3/em 2 = - 3i, a função complemen- 
tar é 

y c = C| cos 3 a + ci sen 3 a. 

Usando V| = cos 3a. yi = sen 5xeJ{x) = (1/4) cosec 3a, encontramos 


W ( cos 3a, sen 3 a) = 


cos 3 a sen 3 a 
— 3 sen 3 a 3 cos 3 a 


= 3 
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Integrando, 


obtemos 



0 

sen 3 a 


= 

j cosec 3a 

3 cos 3 a 

• 

1 


cos 3 a 

0 

1 

^2 = 

- 3 sen 3 a 

j cosec 3a 1 

, W x 

1 

, ^2 


“ür 5 

= "l2 6 

"2 m ~W 

— 


i 

4 

cos 3a 
4 sen 3a 



I cos 3a 
■ ' ■ 

1 2 sen 3 a 


W| = ~ J 2 X e “2 = ^ Inlsen 3x1. 


Então, uma solução particular é 


y p = - j -x cos 3a + jt (sen 3a) Inlsen 3aI. 


A solução geral para a equação é 


y = y c + y p = c | cos 3 a + C 2 sen 3 a - jt a cos 3 a + ~ (sen 3 a) Inlsen 3 aI. 


( 12 ) 


A equação (12) representa a solução geral para a equação diferencial no intervalo 

(0. n/6). 

Constantes de Integração 

Quando calculamos as integrais indefinidas u{ e u 2 , não precisamos introduzir constantes. Isso 
ocorre porque 

y = y c + y p = c\y\ + C2>*2 + (m + a,)y, + (i< 2 + fc|)>*2 
= (f| + 0\)>'i + (c 2 + 6,)V 2 + M1>| + U2)'2 
= C\y\ + Cm + "iri + w 2>'2‘ 


EXEMPLO 3 

Resolva y" - y = — • 

Solução A equação auxiliar m 2 -1=0 tem raízes m\ = - 1 e m 2 = 1. Portanto 
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>V = c\e* + c 2 r x 


W(e'. e- x ) = 


,-x 


e* -e‘ x 





_ e~ x (\/x) 
-2 

e' x (l/x) 
-2 * 



É sabido que as integrais que definem W| c uj não podem ser expressas em termos dc funções 
elementares. Então, escrevemos 


assim 



y = y c + y P = «k' + c# 



No Exemplo 3, podemos integrar em qualquer intervalo xft <x t £ xque não contenha 

a origem. 


Equações de Ordem Superior 

O método que acabamos de examinar para equações diferenciais não-homogêneas de segunda 
ordem pode ser generalizado para equações lineares de n-ésima ordem que tenham sido colo- 
cadas na forma 


.v (n) + p„ _ dx)y (n - l) + ... + P\(x)y' + Pd*)y = Ax). (13) 

Sey = c\y\ + cjyi + ... + c„y n é a função complementar de (13), então uma solução particu- 
lar é 


y P = “íMyito + « 2 MnM + - + “«('W4 

em que os u*, k = 1,2, ..., n são determinados pelas n equações 
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>'i“f + y2“í + — + y n “n = o 

y{ «í + y{u\+ ... + >'ií «« = o 


yf n ~ %{ + A n ~ 'Ví + ... + yí" - 'X- » jw. 

As primeiras n - I equações do sistema, como cm (7). são suposições feitas para simplificar as 
primeiras n - I derivadas de y p . A última equação do sistema resulta da substituição da /i-ésima 
derivada de y p c as derivadas de ordem menor simplificadas cm (13). Neste caso. a regra de 
Crainer nos dá 

JJfc 

u k = yy ’ ^ = li ...» /I, 

cm que Wé o Wronskiano de y\ % >* 2 , .... v„ e W* é o determinante obtido substituindo a &-ésima 
coluna do Wronskiano pela coluna 

0 

0 

0 

A*)- 

Quando n = 2. obtemos ( 10) e (1 1 ). 

Observação (i) A variação dos parâmetros tem uma vantagem sobre o método dos coefi- 
cientes indeterminados. Ela sempre produz uma solução particular y p , desde que a equação 
homogênea associada possa ser resolvida. O presente método não se limita a uma função A x ) que 
seja combinação linear dos quatro tipos de funções listadas na página 183. Ainda, a variação dos 
parâmetros se aplica a equações diferenciais com coeficientes variáveis. 

Nos problemas que seguem, não hesite em simplificar a forma de y p . Dependendo 
de como as antiderivadas de u{ e uj forem encontradas, você pode não obter a mesma y p dada 
na seção de respostas. Por exemplo, no Problema 3, y p = (sen* -xcosx)/2 e 
y p = (sen.t)/4 - (*cos*)/2 são respostas válidas. Em qualquer caso, a solução geral 
y =y c +y p pode ser simplificada, ou seja. y =cj cosx + t '2 senx -(xcosx)/2. Porquê? 

(ii) Nos Problemas 25-28. pede-se para resolver os problemas de valor inicial. Certifique-sc de 
aplicar as condições iniciais à solução geral y = y c + y p . Estudantes freqüentemente cometem 
o erro de aplicar as condições iniciais somente à função complementar pois ela é a parte da 
solução que contém as constantes. Faça uma revisão do Exemplo 8 da Seção 4.4 para o correto 
procedimento. 
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4.7 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 452 e 453. 

Nos Problemas 1-24, resolva cada equação diferencial pelo método da variação dos parâmetros. Defina um 
intervalo no qual a solução geral seja válida. 


1. 

y" 

+ y = secx 


2. 

>" 

+ >• = tg* 

3. 

y" 

+ y = senx 


4. 

v" 

* y = secx tgx 

5. 

tf 

+ y = cos 2 x 


6. 

tf 

+ y = sec 2 x 

7. 

tf 

— y = cosh x 


8. 

tf 

- y = senh2x 

9. 

tf 

-4 y = e^/x 


10. 

tf 

- 9y = 9 í/í 3 ‘ 

II. 

tf 

+ 3/ + 2y = 

1/(1 + *') 

12. 

y" 

- 3y' + 2y = e u /(\ + **) 

13. 

tf 

+ 3y' + 2y = 

sene* 

14. 

tf 

- 2y' + y = e*arctgx 

15. 

tf 

- 2 y' + y = « 

rv<! + x 2 ) 

16. 

tf 

- 2y' + 2y = <•* sec x 

17. 

tf 

- 2y' + y = 4 

f Mnx 

18. 

tf 

+ 10y' + 25y = r - m /x 2 

19. 

3 y" - 6y' + 30y 

= e x tg 3x 

20. 

4y' 

' - 4y' + y « 

21. 

r 

+ y' = igx 


22. 

tf 

+ 4y' = scc 2x 

23. 

r 

- 2 y" - y' 4 

+ 2y = e 2x 

24. 

tf- 

- 6y" = x 2 


Nos Problemas 25-28. resolva cada equação diferencial pelo método da variação dos parâmetros, sujeita à 
condição inicial y(0) * l,y'(0) = 0. 

25. 4v" - y = xe" 2 26. 2y" + / - y « x + I 

27. y" + 2)-' - 8y = 7e~ u - e~ x 28. y" - 4y' + 4y = (I2i 2 - 6x)e 1 ' 

29. Sabendo que yi = x e yi = x ln x formam um conjunto fundamental dc soluções para x 2 y" - xy' 

+ >’ = 0 em (0. oo), encontre a solução geral para 

x 2 y" - xy' + y = 4x In x. 

30. Sabendo que yj = x 2 e y 2 = x* formam um conjunto fundamental dc soluções para x 2 y"- 4 xy' 
+ 6 y = Oem (0. »). encontre a solução geral para 


x 2 y" - 4xy' + 6y = 

31. Sabendo que y\ = x~ 1/2 cos xcyz = x~ 1/2 sen x formam um conjunto fundamental de soluções para 
x 2 y" + xy ' + (x 2 — ^)y = Oem (0. <»), encontre a solução geral para 


2JiS Equações Diferenciais Cap. 4 Volume l 



32. Sabendo que yi = cos(lnx) e >*2 = sen(lnx) são soluções lincarmcntc indepcndenlcs para x~y" + xy' 
+ y = Oem (6. «»): 

(a) Encontre uma solução particular para 

x~y" + xy' + y = scc(ln j). 

(b) Dê a solução geral para a equação e defina um intervalo cm que esta seja válida. | Sugestão: Não 
é(0. oo). Por quê? | 

33. (a) Use o método dos coeficientes indeterminados para encontrar uma solução particular para 

y"+ 2/+ y = 4x 2 - 3. 

(b) Use o método da variação dos parâmetros para encontrar uma solução particular para 

y” + 2y' + y = 

(c) Use o principio de superposição (Teorema 4.9) para encontrar uma solução particular para 

y" + 2y' + y = 4* J - 3 + ■ 

34. Use o método delineado no Problema 33 para encontrar uma solução particular para 

y"+ y = 2x - e U + cotg*. 


Capítulo 4 REVISÃO 


Resumimos os resultados importantes deste capítulo para equações diferenciais lineares de 
segunda ordem. 

A equação 


ai(x)y" + a ,Wy' + ooMy = 0 

c homogênea, enquanto 

<* 2 (x)y" + a { (x)y'+ a^x)y = g(x) t 


(D 

( 2 ) 


g(x) não identicamente nula é não-homogênea. Na consideração de equações lineares (I) e (2), 
supomos que ü 2 (x), arfx), oq(x) e g(x) são contínuas em um intervalo I e que ai (x) * 0 para todo 
x no intervalo. Sob essas hipóteses, existe uma única solução para (2) que satisfaça a condição 
inicial y(xo) = yo, y'(xo) = yó. em que xq é um ponto em /. 

O Wronsfciano de duas funções diferenciáveis f\(x) e fi(x) é o determinante 
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WM. /:(*» = 


/i( x ) />(*) 

/ÍW /í(*) 


Quando W * 0 cm pelo menos um ponto no intervalo, as funções são linearmente independen- 
tes no intervalo. Sc as funções são linearmente dependentes no intervalo, então IV = 0 para 
todo x no intervalo. 


Na resolução da equação homogênea ( 1 ), queremos soluções linearmente independen- 
tes. Uma condição necessária e suficiente para duas soluções y\ c >'2 serem linearmente indepen- 
dentes em / é W(V|, yj) * 0 para todo x em /. Dizemos que yi c yi formam um conjunto 
fundamental cm / quando elas são soluções lincarmente independentes de ( 1 ) no intervalo. Para 
quaisquer duas soluções y \ e V 2 . o princípio de superposição diz que a combinação linear 
ci>’i + C 2>'2 c também uma solução para (I). Quando y \ e >'2 formam um conjunto fundamental, 
a função y =t i>*i + c^yi é chamada de solução geral para (I). A solução geral para (2) é 
y = y c + y p , cm que yc é a função complementar, ou solução geral, para ( 1 ) e y p é qualquer 
solução particular para (2). 

Para resolver ( 1 ) no caso ay" + by' + cy = 0 .a t bcc constantes, primeiro resolvemos 
a equação auxiliar anr + bm + c = 0. Há três formas de solução geral, dependendo das três 
possibilidades das raízes da equação auxiliar. 


Raízes 

■ ■ ■ ■■ — — 

1. m\ e mr. reais e distintas 

2. mie mr. reais mas mi = m: 

3. mie mi: complexas 

m\ = a + ifi, JH2 = a — ( 


Solução Geral 
y m c\e miX + C 2 e 
y = cie m,< ♦ axe”"* 

y = e a *(c\ cos px + c i sen p x ) 


Para resolver uma equação diferencial não-homogênea. usamos ou o método dos coefi- 
cientes indeterminados, ou o método da variação dos parâmetros, para encontrar uma solução 
particular O primeiro procedimento limita-se a equações diferenciais ay" + by' + cy = g(x), em 
que a, b e c são constantes e g(.v) é uma constante, uin polinómio, e ,lx % cospx, sen px. ou somas e 
produtos finitos dessas funções. 


Capítulo 4 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


As respostas dos exercícios selecionados estão na página 453. 

Responda aos Problemas 1-10 sem consultar o texto. Preencha os espaços ou responda verdadeiro/falso. 
Em alguns casos, pode haver mais de uma resposta correta. 

1. A única solução para y" + x 2 y = 0, y(0) = 0. y'( 0) = 0 é . 

2. Sc duas funções diferenciáveis f\(x) e fi(x) são linearmente independentes cm um intervalo, então 

W{f\{x), fi(x)) * 0 para pelo menos um ponto do intervalo. 
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3. Duas funções /i(x) e fi(x) são iinearmenle independentes em um intervalo se uma não é múltipla da 

outra. 

4. As funções f(x) = x"./>(x) = 1 - x 2 e f}(x) = 2 + x' são linearmente no intervalo 

5. As funções /i(x) = x 2 e fi(x) = x I x I são Iinearmenle independentes no intervalo . mas 

elas são linearmente dependentes no intervalo . 

6. Duas soluções y\ c >*2 de y"+ y* + y = 0 são Iinearmenle dependentes se W(yu V2) = 0 para todo 

valor real de x. 

7. Um múltiplo dc uma solução para uma equação diferencial é também uma solução. 

8. Um conjunto fundamental de duas soluções para (x - 2)y" + >• = 0 existe em qualquer intervalo que 

não contenha o ponto . 

9. No método dos coeficientes indeterminados, a forma da solução particular y p para y" - y = 1 + e x é 


10. Um operador diferencial que anula r J (x + sen x) é 


Nos Problemas II e 12. encontre uma segunda solução para a equação diferencial se y,(x) é uma dada 
solução. 

II. /' + 4 y = 0. yi = cos 2x 12. xy"- 2(x + !)>•' + (x +2 )y =0. y\ = e x 

Nos Problemas 13-18, encontre a solução geral para cada equação diferencial. 

13. >•"- 2 >•'- 2y = 0 14. 2y" + 2y' + 3 y = 0 

15. y"' + 10y" + 25/ = 0 16. 2/"+ 9y" + 12 y' + Sy = 0 


17. 3y //# + 10>’" + 15/ + 4y = 0 


18. 2^ + 3^ + 2^ + 6^- 
dx A dx* dx 1 àx 


4 y = 0 


Nos Problemas 19-22. resolva cada equação diferencial pelo método dos coeficientes indeterminados. 

19. y"— 3y'+ 5 y = 4x 3 - 2r 20. >•"- 2/+ y = xV 

21. 5/' + 6y = 2senx ♦ 8 22. y"' - y" = 6 

Nos Problemas 23 e 24, resolva a equação diferencial dada sujeita às condições indicadas. 

23. y" - 2 y' + 2y = 0. /it/2) = 0. /tt) = - I 24. y" - y = x + sen x. /0) = 2. /(0) = 3 
Nos Problemas 25 e 26. resolva cada equação diferencial pelo método da variação dos parâmetros. 

25. y"— 2y' + 2y = e* tgx 26. y" - y ' = 2e x /{e x + e~ x ) 

Nos Problemas 27 e 28. resolva a equação diferencial dada sujeita às condições indicadas. 

27. (2 O 3 - 13 D 2 + 24 D - 9)y = 36. y(0) fa -4. /(0) = 0. /'(O) = f 

28. y" + y = sec 3 x, y(0) = 1. y'(0) = i 
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ENSAIO 

Caos 


John H. Hubbard 

Departamento de Matemática 
Cornell University 


U ma história famosa de ficção científica conta que um político, após ter ganho uma eleição, 
realizou uma viagem cm uma máquina do tempo de volta à era dos dinossauros. Enquanto 
estava lá, tomou lodo o cuidado para não perturbar nada. Mesmo assim, ele pisou sem querer cm 
uma folha de grama e a entortou. Quando voltou ao seu tempo, descobriu que neste mundo 
modificado cie tinha perdido a eleição. 

Isto é o que os matemáticos têm em mente quando dizem que um sistema apresenta 
caos: mínimas variações na condição inicial de um sistema podem decisivamente afetar o 
resultado. Estamos falando do efeito borboleta. O bater das asas de uma borboleta no Japão pode 
ter um efeito decisivo no tempo, um mês depois, nos Estados Unidos? 

A maioria das pessoas consideraria essa questão absurda, ridícula, sem pensar duas 
vezes. Mas eu acho que é uma questão relevante, se o intervalo de tempo for de pelo menos seis 
meses, e proponho aqui dar algumas razões quantitativas para minhas conclusões. 

Uma justificativa para o efeito borboleta não é de maneira alguma óbvia. Não temos 
uma máquina do tempo disponível; não podemos voltar no tempo seis semanas, pegar uma 
borboleta (sem perturbar nada, qualquer que seja o significado disto) e então retornar e observar 
as consequências. Precisamos tomar outro caminho. 

Para ajudá-lo a acompanhar a idéia, descreverei um “modelo lúdico" que mostra 
claramcnte o “efeito borboleta", através do qual as idéias que serão apresentadas podem ser 
entendidas. 

Considere o sistema (puramenle matemático) no qual, a cada tique do relógio, um 
ângulo é dobrado. Um estado do sistema é um ângulo, e ele evolui dobrando seu valor a cada 
instante. Em símbolos, você pode descrever o sistema como uma sequência de ângulos 

% 0i, 

em que %éo estado inicial do sistema e 9 n + i = 20„. 
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Esse sistema representa o comportamento do efeito borboleta. Se Oq for perturbado 
por um bilionésimo de uma volta, então o estado após 30 tiques do relógio é complelamente 
desconhecido. Na verdade, a incerteza em nosso conhecimento sobre o estado do sistema dobra 
a cada tique; após 30 tiques, nossa incerteza é agora de 

2 30 

1 . 000 . 000 . 000 ’ 


Ou seja, mais de uma volta; nada mais sabemos. 

O exemplo acima traz uma noção-chave em todas as descrições de caos: entropia. Isso 
é essencial mente a taxa de dissipação de informação. Há várias maneiras de descrever essa taxa 
com precisão, e elas têm vários nomes (por exemplo, exponencial de Lyapunov), mas. para o 
propósito deste texto, vou me contentar com o tempo de duplicação: o tempo necessário para 
uma pequena incerteza se duplicar. 

Como faríamos para estimar esse tempo no sistema formado pelos fatores me- 
teorológicos? É claro que não podemos “escolher dois estados iniciais separados um do outro 
por um épsilon e medir a taxa em que divergem”, mas podemos fazer alguma coisa parecida com 
isso. Podemos verificar épocas passadas com condições meteorológicas semelhantes. Então 
podemos ver quanto tempo levou para uma mudança dessas condições. Isso tem sido feito, 
proporcionando o cálculo de um tempo de duplicação de dois dias c meio. 

Você também pode ir ao departamento de meteorologia de um grande instituto de 
pesquisa (por exemplo, o Institut de Météorologic de 1'université de Paris -VI) e perguntar qual 
é o tempo de duplicação calculado por suas melhores simulações computacionais. Você obterá o 
mesmo valor. 


A próxima questão com que devemos nos deparar é: o que corresponde ao número um 
bilionésimo acima? Qual proporção do sistema (a atmosfera) representa nosso distúrbio (uma 
borboleta)? Uma maneira (talvez contestável) de estimar isso é simplesmente medir a razão das 
massas. O peso de uma borboleta grande é cerca de 1 grama, e a massa da atmosfera pesa 5 x 
10 21 gramas. 


A pressão atmosférica é de aproximadamente I kg/cm 2 , ou seja, há I kg de ar acima 
dc todo centímetro quadrado da terra. A área de uma esfera de raio ré4itr 2 ,eo raio da terra é 
de cerca de 6000 km. Então, o peso da massa atmosférica é 


1000 x 4 x 7t x (6 x IO 8 ) 2 gramas. 

Logo, uma borboleta não é um bilionésimo do tamanho do sistema; ela é precisamente 
mil-bilhão-bilionésimo. 

Como 5 x I0 21 é aproximadamente 2 72 , deve levar cerca de 72 períodos de dupli- 
cação para os efeitos de uma única borboleta induzirem perturbações em uma escala global. 
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Uma conseqüência dessa análise é que previsões do tempo para períodos longos são 
completamente impossíveis. É inconcebível que alguém possa saber o estado da atmosfera como 
conseqüência do efeito de uma borboleta, ou mesmo em uma escala mil bilhões de vezes maior. 
Perturbações dessa escala decisivamente afetam a atmosfera em um mês. 

Físicos, químicos, astrônomos e matemáticos estão mostrando agora que uma enorme 
quantidade de sistemas apresentam “caos”, no sentido de que estão se expandindo e têm um 
tempo de duplicação para erros. 

Um exemplo foi dado pelo meteorologista E. Lorenz, cuja descoberta pode ter sido o 
começo dessa linha inteira de pensamentos. Em 1961, ele estava realizando uma simulação 
meteorológica. Os computadores da época eram primitivos, por isso os dados tinham de ser 
drasticamente simplificados, para tomar possível o trabalho computacional. Ele observou vários 
comportamentos a partir de seu modelo, aparentemente bem satisfatórios, até o dia em que 
decidiu examinar alguma coisa que ele já tinha computado durante um período de tempo mais 
longo. Ele registrou o que pensou ser as condições iniciais originais, foi tomar uma xícara de 
café e quando voltou percebeu que seu novo tempo não eslava de acordo com a previsão anterior 
de seu modelo. 

Ele notou que registrara as condições iniciais com menos decimais que as condições 
iniciais da simulação anterior; e isso causara a discrepância. Após simplificar ainda mais seu 
modelo, Lorenz descobriu que o seguinte sistema de equações diferenciais exibia o mesmo tipo 
caótico de comportamento: 

= 10 (y - x) 

/ = 28* - y - xz 

, 8 

z = 3 z + xy. 

Trabalhos posteriores nessas equações e outras em R 3 mostraram que comportamento caótico e 
atratores fractais são comuns. 

A presença de caos tem um efeito devastador sobre as previsões, mas algumas vezes é 
útil; às vezes, o caos pode ser controlado. 

A NASA não é capaz de construir foguetes com combustível suficiente para alcançar 
grandes distâncias. Então, eles fizeram com que o foguete tocasse delicadamente em Vénus, 
roubando dele um pouco da energia potencial necessária para alcançar a fantástica velocidade 
requerida. Apenas uma pequena variação na trajetória pode provocar uma grande variação na 
velocidade do foguete, e trajetória é um projeto factível. Mas imagine como isso dificulta 
previsões para longas trajetórias como órbitas de cometas, por exemplo. 

A presença de caos também tem consequências filosóficas, como, por exemplo, o 
conflito entre determinismo e contingência. Como o ser humano pode ser livre se o universo é 
completamente governado por leis determinísticas? 
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Se as equações exibem caos, entào segue-se que você não pode saber se são deter- 
minísticas. não importa o tempo que observe o sistema. Se você fosse observar uma sequência 
de ângulos, cada um com 15 decimais, nunca poderia saber se está observando uma seqüência dc 
duplicações exatas de um ângulo ou o mesmo sistema perturbado em uma escala menor que 
10 15 ( tal como erro de arredondamento) 

Analogamente, se o cérebro não estivesse seguindo exatamente as leis da física, mas 
se encontrasse perturbado (por forças espirituais, liberdade, deus) em uma escala imensurável, 
sem afetar drasticamente o sistema (eu duvido que alguém reaja da mesma forma com eletrodos 
cm seu cérebro), então, embora você nunca soubesse, em talvez 4 segundos, poderia decisi- 
vamente alterar todas as decisões. Precisamente, seria necessário o conhecimento sobre o tempo 
de duplicação do cérebro. A introspccção me diz que isso deve ser talvez 0,1 segundo, o tempo 
de uma compreensão elementar. Talvez, algum dia, os neurologistas cheguem a uma estimativa 
mais confiável. Se isso for acurado, então 4 segundos serão 40 tempos dc duplicação, e 
2 40 = IO 1 2 é aproximadamente o número de neurônios do cérebro. 

Pessoalmente, não acho que haja um deus atrapalhando as leis físicas em meu cérebro, 
mas isso não é possível saber. O caos nos impede de saber tais coisas. 

De modo mais geral, embora eu tenha a segurança que você poderia esperar dc um 
cientista, acho que o mundo é essencialmente incompreensível, com toda sorte de pequenos 
eventos tendo enormes consequências sem nenhuma esperança de previsão ou entendimento. 

Se você acha absurda a idéia de que suas menores ações provavelmente influenciam 
todo o mundo futuro, pense no seguinte fato: a menor variação no comportamento sexual de 
qualquer pessoa no ano 800 d.C., teria certamente afetado o mundo de várias maneiras incal- 
culáveis. 


Capítulo 



APLICAÇÕES DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
DE SEGUNDA ORDEM: MODELOS 
VIBRATÓRIOS 


5.1 Movimento Harmônico Simples 

5.2 Movimento Amortecido 

5.3 Movimento Forçado 


5.4 Circuitos Elétricos e Outros 
Sistemas Análogos 
Capítulo 5 Revisão 
Capítulo 5 Exercícios de Revisão 
Ensaio: Ponte Tacoma 

Colapso de Pontes Suspensas 


Conceitos Importantes 

Movimento livre 

Movimento harmônico simples 

Movimento livre sem amortecimento 

Período 

Frcqüência 

Equações do movimento 

Amplitude 

Ângulo de fase 

Movimento livre amortecido 

Superamortccimcnlo 

Amortecimento crítico 

Subamortecimento 

Movimento forçado 

Termo transitório 

Solução transitória 

Solução do estado estacionário 

Ressonância pura 

Ressonância 

Curva de ressonância 

Vibrações elétricas 

Circuito superamortecido 

Circuito criticamcnte amortecido 

Circuito subamortecido 

Corrente do estado estacionário 

Reatância 

Impedância 

Deslocamento extremo 


Uma única equação diferencial pode servir como 
um modelo matemático para muitos fenômenos 
diferentes. A equação diferencial linear de segunda 
ordem ay" ♦ by' + cy = Rí) aparece na análise de 
problemas na física, engenharia, química e biologia. 

Neste capitulo, nosso foco principal é na 
aplicação: o movimento de uma massa atada a uma 
mola. Veremos o significado de cada termo da 
equação acima no contexto do sistema vibratório. 
Veremos também que a matemática de um circuito 
em série é idêntica à do sistema vibratório massa- 
mola; somente a terminologia e a interpretação 
física dos termos da equação são diferentes. Nosso 
propósito, é claro, não é estudar todas as aplicações 
possíveis, mas sim familiarizá-lo com os procedimentos 
matemáticos comuns a esses problemas. 
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5. 1 MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES 


Lei de Hooke 


Suponha, como na Figura 5. 1 (b). uma massa m\ alada a uma mola flexível suspensa por um 
suporte rígido. Quando m\ é substituída por uma massa diferente nto* o alongamento da mola 
será obviamente diferente. 


suporte rígido 


mola sem 
distensão 


em repouso 


Pela lei de Hooke,* a mola exerce uma força restauradora F oposta à direção do 
alongamento e proporcional à distensão s. Simplesmente enunciada F = ks , em que k é uma 
constante de proporcionalidade. Embora massas com pesos diferentes distendam a mola com 
alongamentos diferentes, a mola é caracterizada pelo número k. Por exemplo, sc uma massa 
pesando 10 kg provoca uma distensão de 2 cm em uma mola, então 

98 = 2 k implica * = 49 N/cm 

Necessariamente então uma massa pesando 8 kg provoca uma distensão na mesma mola de 
1 ,6 cm. 


Robert Hooke (1635 - 1703) Físico e inventor inglês, Hooke publicou essa lei em 1658. A idéia 
de atar uma mola a um volante de relógio, causando movimento oscilatório que permite a um relógio 
marcar unidades de tempo, é atribuída a Hooke. O conceito da mola de equilíbrio levou à invenção 
do relógio de bolso por Christian Huygens era 1674. Hooke acusou Huygens de ter roubado sua 
invenção. Irritável e controvertido, Hooke acusou muitos colegas seus, especialmente Isaac Newton, 
de plagiadores. 
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Segunda Lei de Newton 


Após uma massa m scr alada a uma mola. ela provoca uma distensão 5 na mola e atinge sua 
posição de equilíbrio na qual o peso W é igual à força restauradora ks. Lembre-se. da Seção 1 .2, 
dc que o peso é definido por 


W = mg 

em que a massa é medida em quilogramas e g = 9,8 m/s 2 . Como indicado na Figura 5.2(b), a 
condição de equilíbrio é mg = ks, ou mg - ks = 0. Se a massa estiver deslocada por uma 
quantidade x de sua posição de equilíbrio c for solta, a força resultante nesse caso dc dinâmica é 
dada pela segunda lei de Newton F = ma, em que a é a aceleração d^x/dt 1 . Supondo que não 
haja forças de retardamento agindo sobre o sistema e supondo que a massa vibre sem influência 
de outras forças externas - movimento livre podemos igualar F à força resultante do peso e 
da força restauradora: 



= -k(s + x) + mg 


= -kx + mg - ks = - kx. (1) 


zero 


O sinal de subtração em (1) indica que a força restauradora da mola age em direção oposta ao 
movimento. Ainda, adotaremos como convenção que deslocamentos medidos abaixo da posição 
de equilíbrio são positivos. Veja a Figura 5.3. 



sem distençâo 


posição de 
equilíbrio 

mg- ks = 0 


movimento 




(b) 

Figura 5.2 
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Equação Diferencial do Movimento Livre Sem Amortecimento 


Dividindo (1) pela massa m, obtemos a equação diferencial dc segunda ordem 




a x 2 a ,,, 

ou — t + ü)~x = 0. (3) 

dr 

em que ar = k/m. Dizemos que a equação (3) descreve um movimento harmônico simples, ou 
movimento livre sem amortecimento. Há duas condições iniciais óbvias associadas a (3): 


*(0) = a. *'(0) = p. 



representando o deslocamento inicial e a velocidade inicial, rcspectivamcnte. Por exemplo, se 
a > 0,/? < 0, a massa parte de um ponto abaixo da posição dc equilíbrio com velocidade inicial 
dirigida para cima. Se a < 0. = 0, a massa é solta a partir do repouso dc um ponto lai 

unidades acima da posição de equilíbrio, e assim por diante. 


Solução e Equação de Movimento 

Para resolver a equação (3), notamos que as soluções para a equação auxiliar nr + ar = 0 são 
números complexos 

m | = üii, ni 2 = - (oi. 

Então, de (8) da Seção 4.3, encontramos a solução geral para (3) 

x(t) = C| cos wt + C 2 sen cot. (5) 

O período de vibrações livres descrito em (5) é T = 2tc/ü), e a freqüência éf = 1/T = io/2ji * 
Por exemplo, para A(r) = 2 cos 3/ - 4 sen 3/, o período é2rr/3e a frequência, 3/2 jt. O primeiro 


Às vezes o número w é chamado de freqüência circular de vibrações. Para movimento livre sem 
amortecimento, os números 2 tí/oj e üj/2k são também conhecidos como período natural e freqüência 
natural, respectivamente. 


* 
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número significa que o gráfico de x(t) se repete a cada 2 tc/ 3 unidades; o último número significa 
que há 3 ciclos de gráfico em cada 2 n unidades, ou de maneira equivalente, a massa está sujeita 
a 3/2 Ji vibrações completas por unidade dc tempo. Ainda pode ser mostrado que o período 
2n/o) é o intervalo de tempo entre dois máximos sucessivos dc .r(/). Lembre-se de que um 
máximo de x(t) é um deslocamento positivo correspondente à distância máxima atingida pela 
massa abaixo da posição de equilíbrio, enquanto um mínimo de *(/) é um deslocamento negativo 
correspondente à altura máxima atingida pela massa acima da posição de equilíbrio. Iremos nos 
referir a cada caso como um deslocamento extremo da massa. Finalmente, quando as condições 
iniciais (4) são usadas para determinar as constantes c\ e o em (5), dizemos que a solução 
particular resultante é a equação de movimento. 

EXEMPLO 1 

Resolva c interprete o problema de valor inicial 

^7 + Idv = 0, *(0) = 10, *'<0) = 0. 

dr 

Solução O problema é equivalente a puxar uma massa alada a uma mola para baixo 10 
unidades abaixo da posição de equilíbrio, segurando-a até / = 0. e então soltá-la a partir do 
repouso. Aplicando as condições iniciais à solução 

x(/) = C| cos 4f + c 2 sen 4/ 

obtemos .t(0) = 10 = C| x 1 + C 2 x 0 

deforma que c\ = 10, c então 

*(/) = 10 cos 4f + C 2 sen 4 1 

— = -40 sen 4/ + 4 c 2 cos 4f 
at 

*'(0) = 0 =4c 2 x I. 

A última equação implica que c 2 = 0; portanto, a equação de movimento é x(t) = 10 cos 4 t. 

A solução mostra claramente que, uma vez que o sistema seja colocado cm 
movimento, ele permanece em movimento com a massa oscilando para frente e para trás 10 
unidades em cada lado da posição de equilíbrio x = 0. Como mostrado na Figura 5.4(b), o 
período dc oscilação é 2 jt/4 = n/2 segundos. 
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massa acima da posição de equilíbrio 

(b> 


Figura 5.4 


EXEMPLO 2 


Uma massa pesando 2 kg distende uma mola em 6 cm. No inslanle / = 0, a massa é solta de um 
ponto a 8 cm abaixo da posição de equilíbrio com uma velocidade direcionada para cima de 
25 cm/s. Determine a função x(/) que descreve o movimento livre subseqüente. 

Solução Pela lei de Hooke. 2x9,8 = * 6 . o que implica * = 3,27N/cm. Logo, 
l(d 2 x/dt 2 ) = - 3,27*. O deslocamento inicial e a velocidade inicial são .r(0) = 8 e x'(0) = - 25, 
respcctivamcnte. 


\_d*x 

16 d, 2 



e 


+ 64* = 0. 
dl 2 


O sinal de negativo na última condição indica a direção negativa da velocidade inicial, ou seja, 
para cima. 

Então, a) 2 = 1,64 ou cu = 1,28, e a solução geral para a equação diferencial é 

4 

x(f ) = c | cos 8 / + C 2 sen - — • ( 6 ) 


Aplicando as condições iniciais em ( 6 ), obtemos 


x(0) = - = c | x 1 + C 2 x 0 , 


x(f) = - cos 8 / + C 2 sen 8 1 



x\t ) = sen 8 / + 8 C 2 cos 8 / 

x'(0) = -| = -y X 0 + 8 c 2 X 1 
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Portanto, a equação de movimento é 


x(t) = \ cos 8/ - 2 sen 
3 o 



Nota A distinção entre massa e peso é freqüentemente obscura. Portanto, fala-se em 
movimento de uma massa em uma mola e também em movimento de um peso em uma mola. 


Forma Alternativa de x(t) 


Quando c * 0 e * 0, a amplitude A das vibrações livres não é óbvia a partir da equação (5). 
Por exemplo, embora a massa no Exemplo 2 esteja inicialmcnte deslocada 8 cm abaixo da 
posição de equilíbrio, a amplitude das vibrações é um número maior que 8. Logo, é conveniente 
converter uma solução na forma (5) em uma forma mais simples. 


em que 


x(t) = A sen (ajl + tp) % 
A = Vcf + c\ 


( 8 ) 


e (p é um ângulo de fase definido por 


sen*= J 
C °s* = ^ 


Cl 

tg * = - 


(9) 


Para verificar isso, desenvolvemos (8) usando a fórmula de adição da função seno: 

A sen cot cos <p + A cos <ot sen <p = (A sen <P) cos o)t + (A cos <f>) sen wt. 
Segue-se da Figura 5.5 que, se <p é definido por 


( 10 ) 


C\ C| 

sen<p = - p- -■ -- = — • cos 0 = 
Vcí + c\ A 


ci 


£2 

<jTcT « 


então (10) toma-se 


. Cl C2 

A — cos wt + A — sencu/ = c\ cos (ot + ci sen OJt = x(t). 

A A 


/ 


Figura 5.5 
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EXEMPLO 3 

Em vista da discussão anterior, podemos escrever a solução (7) do Exemplo 2 

2 1 

x(t) = -cos 8/ --sen 8/ de maneira alternativar(/) = A sen(8/ + <p). 

3 o 

A amplitude é dada por 2 1,08 cm. Devemos ter um pouco de cuidado no cálculo do 
ângulo de fase (p definido por (9). Neste caso. tg (p = -0,41. e uma calculadora daria 
<p = -0,39 radiano.* Mas esse ângulo está no quarto quadrante e portanto contradiz o fato de 
seiup > 0 e costp < 0. Logo. devemos obter um ângulo (p no segundo quadrante cuja tangente 
seja - 0,41. Para isso, <p = n - 0,39 = 2,75 radianos. Temos então 

x(t) m 21.08 sen(l,28/ + 2,75) (11) 


A forma (8) é muito prática, pois a partir dela é muito fácil encontrar os valores de tempo 
para os quais o gráfico de x(t) corta o eixo/ (a reta x = 0). Observe que sen(o>/ + <p) = 0 quando 

(ot + p = ruz, 

em que n é um inteiro não negativo. 


EXEMPLO 4 

Para o movimento descrito por *(/) = (VÍ7/6) scn<8 / + 1,816), encontre o primeiro valor de t 
para o qual a massa passa pela posição de equilíbrio indo para baixo. 

Solução Os valores /|, .... para os quais sen(8f + 1,816) = 0 são determinados por 

8f[ + 1,816 = *. 8r 2 + 1,816 = 2jt, 8/3+1.816-3*,... 

Encontramos /| = 0,166, Í 2 = 0,558, / 3 = 0,951, .... respectivaincnte. 

A Figura 5.6 mostra que a massa passa por x = 0. indo para baixo pela primeira vez 
quando / = r 2 = 0,558 segundo. ■ 


* A imagem da tangente inversa é - ít/2 < tg“ l x < k/2. 
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5. 1 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 453. 

Nos Problemas 1 e 2, descreva uma possível interpretação física para o problema de valor inicial dado. 

I . 4*" + 3x = 0 2. -}tx" + Ax = 0 

12 lo 

x<0) = - 3. x'(0) = - 2 x(0) = 0.7. *'(0) = 0 

Nos Problemas 3-8. escreva na forma (8) a solução para o problema de valor inicial dado. 


3. x" + 25x = 0 

4. 

\x" + Sx • 0 

40) = -2. x'(0) = 10 


40) = 1. 4(0) = - 2 

5. x" + 2r = 0 

6. 

jx" = 16* = 0 

x(0) = -1. x'(0) = -2V2 


40) = 4, 4(0) = 16 

7. O.lx" + lQx = 0 

8. 

x" + x = 0 

x(0) = 1, x'(0) = 1 


40) = -4. 4(0) = 3 


9. O período das oscilações livres sem amortecimento de uma massa presa a uma mola é de n / 4 
segundo. Sc a constante da mola é 16N/m, qual é o peso da massa? 

10. Uma mola está presa ao teto. Quando uma massa de 30 kg é atada à mola. esta distende-se em 
12 cm. A massa é removida e uma pessoa segura a extremidade da mola e começa a balançar para 
cima c para baixo com um período de 1 segundo. Qual o peso dessa pessoa? 

11. Um peso de 1/8 kg é atado a uma mola cuja constante de elasticidade é 16 N/m. Qual o período do 
movimento harmônico simples? 

12. Uma massa de 20 kg é atada a uma mola. Se a freqüência do movimento harmônico simples é de 
2/ji vibrações por segundo, qual a constante de elasticidade k ? Qual a freqüência do movimento 
harmônico simples se a massa original for substituída por uma massa de 80 kg? 
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13. Uma massa dc 750 gramas, atada a uma mola. provoca nesta uma distensão de 1/3 m. Encontre a 
equação dc movimento se o peso for solto a partir do repouso dc um ponto 0,25 m acima da posição 
de equilíbrio. 

14. Determine a equação de movimento se o peso do Problema 13 for solto a partir da posição dc 
equilíbrio com uma velocidade inicial para baixo de 2 m/s. 

15. Um peso de 625 gramadistende uma mola em 0.5 m. O peso é solto a partir do repouso 0.5 m abaixo 
da posição de equilíbrio. 

(a) Encontre a posição do peso nos instantes t = .t/12, t/8, t/6, t/4. 9t/32 segundos. 

(b) Qual é a velocidade do peso quando / = 3 t/ 16? Qual a direção da velocidade nesse instante, ou 
seja. o peso está descendo ou subindo? 

(c) Quando o peso passa pela posição dc equilíbrio? 

16. Uma força de 400 newtons distende uma mola em 2 m. Uma massa de 50 kg é atada à mola e solta na 
posição dc equilíbrio com uma velocidade de 10 m/s para cima. Encontre a equação de movimento. 

17. Uma outra mola de constante elástica 20N/m é suspensa no mesmo suporte rígido, mas paralela ao 
sistema massa mole do Problema 16. Uma massa de 20 kg é atada à segunda mola c ambas são soltas 
a partir da posição de equilíbrio com uma velocidade de 10 m/s para cima. 

(a) Qual massa apresenta maior amplitude de movimento? 

(b) Qual massa está se movendo mais rápido em t = t/4? E em / = t/2? 

(c) Quando as duas massas estão na mesma posição? Onde elas estão nesse instante? Em qual 
direção elas estão se movendo? 

18. Um peso dc 2 kg distende uma mola cm 2 cm. Determine a amplitude c o período de movimento se o 
peso for solto 1 cm acima da posição de equilíbrio com uma velocidade inicial dc 2 cm/s para cima. 
Quantas vibrações completas o peso terá completado no final do 4t segundos? 

19. Um peso 0.5 kg atado a uma mola está em movimento harmônico simples. Determine a equação dc 
movimento se a constante da mola for l N/m e o peso for solto 0.5 m abaixo da posição de equilíbrio 
com uma velocidade de 1.5 m/s para baixo. Expresse a solução na forma (8). 

20. Uma massa dc 10 kg distende uma mola em 25 cm. Essa massa é substituída por uma massa de 30 kg. 
a qual é solta 30 cm acima da posição dc equilíbrio com uma velocidade de 20 cm/s para baixo. 
Expresse a solução na forma (8). Quando a massa atinge a posição abaixo da posição de equilíbrio 
que é numericamente metade da amplitude? 

21. Um peso de 2 kg atado a uma mola provoca uma distensão de 0,32 m na mesma. A massa é solta dc 
uma posição 2/3 m acima da posição de equilíbrio com uma velocidade de 5 m/s para baixo. 

(a) Encontre a equação de movimento. 

(b) Qual é a amplitude e o período do movimento? 

(c) Quantas vibrações completas o peso terá completado ao final de 3r segundos? 

(d) Quando o peso passa pela posição de equilíbrio se dirigindo para baixo pela segunda vez? 

(e) Quando o peso atinge seu deslocamento máximo (extremo) em cada lado da posição dc equilíbrio? 
(0 Qual a posição do peso no instante i = 3 segundos? 
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(g) Qual é sua velocidade instantânea cm / = 3 segundos? 

(h) Qual é a aceleração no instante / = 3 segundos? 

(i) Qual é a velocidade no instante em que o peso passa pela posição dc equilíbrio? 

(j) Quando o peso está 5/12 m abaixo da posição de equilíbrio? 

(k) Quando o peso está 5/12 m abaixo da posição de equilíbrio se dirigindo para cima? 

22. Uma massa dc 1 kg é suspensa por uma mola de constante característica 9 N/m. Inicialmente, a massa 
parte de um ponto 1 m acima da posição dc equilíbrio com uma velocidade de V3 m/s para cima. 
Calcule os instantes nos quais a massa está se dirigindo para baixo com velocidade dc 3 m/s. 

23. Sob certas circunstâncias, quando duas molas paralelas, com constantes k\ c * 2 . suportam um único 
peso IV, a constante de elasticidade efetiva do sistema é dada por k = 4k\k/(k\ + * 2 ).* Um peso dc 
625 gramas distende uma mola em 0,5 m c uma outra mola em 1/6 m. As molas estão presas a um 
suporte rígido comum e uma chapa metálica é alada às duas molas simultaneamente . Como mostrado 
na Figura 5.7, um peso de 625 gramas é atado ao centro da chapa. Determine a constante de 
elasticidade efetiva do sistema. Encontre a equação de movimento se o peso for solto a partir da 
posição dc equilíbrio com uma velocidade inicial de 2m/s para baixo. 



Figura 5.7 


24. Um certo peso distende uma mola em 1/3 m e uma outra mola em 0,5 m. As duas molas são atadas a 
um suporte rígido comum da mesma maneira que no Problema 23 e na Figura 5.7. O peso é então 
substituído por um outro peso de 250 gramas e o sistema é posto em movimento. Se o período de 
movimento é jt/ 15 segundo, determine o valor numérico do primeiro peso. 

25. Sc xo c vo são a posição inicial c a velocidade inicial, respectivamente, de um peso em movimento 
harmônico simples, mostre que a amplitude das vibrações é 





Se as duas molas têm o mesmo comprimento natural e a chapa é mantida horizontalmcntc, dc forma que as 
duas molas tenham sempre o mesmo comprimento, então a constante de elasticidade efetiva é simples- 
mente*: = k\ + ki. 
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26. Mosire que qualquer combinação linear x(/) = ci cos (ot + cn seneui pode também scr escrita na forma 


4/) = Acos(üjí + 4>). cm que .4 = Vcj + c\ 


sentf» = - 


Cl , Cl 

T ' cos< t> = *T 


n n 

27. Expresse a solução para o Problema 3 na forma de função co-seno dada no Problema 26. 


28. Mosire que. quando um peso atado a uma mola apresenta movimento harmônico simples, o valor 
máximo da velocidade (isto é. Ii>(/)l) ocorre quando o peso está passando pela posição de equilíbrio. 

29. Um peso atado a uma mola apresenta movimento harmônico simples. Mostre que a aceleração 
máxima do peso ocorre em um ponto de deslocamento extremo e tem magnitude Ax^A/T^, cm que 
A è a amplitude e T. o período das vibrações livres. 

30. Use (8) para provar que o intervalo de tempo entre dois máximos sucessivos dc x(l ) é 2x/w. 


5.2 MOVIMENTO AMORTECIDO 

A discussão sobre movimento harmônico livre é um tanto irrealista, pois o movimento descrito 
pela equação (2) da Seção 5.1 supõe que não haja força de retardamento agindo sobre a massa 
móvel. A menos que a massa esteja suspensa em um vácuo perfeito, haverá pelo menos uma 
força de resistência devida ao meio ambiente. Por exemplo, como mostra a Figura 5.8, a massa 
m poderia estar suspensa cm um meio viscoso ou conectada a um dispositivo de amortecimento. 



(b) 


Figura 5.8 




Volume l Cap. 5 Aplicações de equações diferenciais de segunda ordem... 


237 


Equação Diferencial de Movimento com Amortecimento 


Em mecânica, forças cie amortecimento agindo em um corpo são consideradas como sendo 
proporcionais a uma potência da velocidade. Em particular, vamos supor em nossa discussão 
subseqüente que essa força seja proporcional a dx/dt* Quando não há outras forças agindo 
sobre o sistema, segue-se da segunda lei de Newton que 

em que/? é uma constante de amortecimento positiva e o sinal de subtração indica que a força de 
amortecimento atua em direção oposta ao movimento. 

Dividindo (I) pela massa m, lemos a equação diferencial de movimento livre 
amortecido: 


ou 


d 1 x + /? dx 
dl 1 m dt 


+ -x = 0 
m 



Fazemos as seguintes identificações na equação (3) 




( 2 ) 

(3) 



O símbolo 2A é usado somente por conveniência algébrica, pois a equação auxiliar é 
m + 2 Xm + oj 2 = 0 e as raízes correspondentes são, portanto, 

m\2 = -A + Và 2 - 0) 2 % m 2 * -A - VA 2 - co^. 

Podemos agora distinguir três casos possíveis, dependendo do sinal de A 2 - w 2 . 
Como cada solução contém o fator de amortecimento A > 0, o deslocamento da massa 
torna-se desprezível após um longo período de tempo. 

CASO I A 2 - o) 1 > 0. Nessa situação, dizemos que o sistema é superamortecido, 
pois o coeficiente de amortecimento/? é grande quando comparado com a constante de 
elasticidade k. A solução para (3) correspondente é 


ou 


x(t ) = + c 2 e m * 

x(t) = + c 2 e^" <J (S) 


Essa equação representa um movimento suave sem oscilações. A Figura 5.9 mostra 
dois gráficos possíveis de x(t). 


Em muitos casos, como era problemas de hidrodinâmica, a força de amortecimento é proporcional a 
(dx/dl) 2 . ' 
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ou 



<•) <b) 

Figura 5.9 


CASO II X 2 - ar = 0. Dizemos que o sistema é criticamcnte amortecido, pois 
qualquer decréscimo na força de amortecimento resulta em um movimento oscilatório. 
A solução geral para (3) é 

x(t) = c\e m ^ + c 2 fe m,í 

*0 = r\ci + cn ( 6 ) 

Alguns gráficos de movimento típico estão representados na Figura 5.10. Note que o 
movimento é muito semelhante ao de um sistema supcramortecido. É evidente, a 
partir da equação (6), que a massa pode passar pela posição de equilíbrio no máximo 
uma vez.* 



(*) <b) 

Figura 5.10 


CASO III X 2 - or < 0. Neste caso, o sistema é dito subamortecido, pois o 
coeficiente de amortecimento é pequeno se comparado à constante dc elasticidade. As 
raízes m \ e m 2 são complexas: 

m\ = —X + 'Iw 2 - X 2 t, m 2 = -X - Vo> 2 - X 2 i % 
portanto a solução geral para a equação (3) é 

x(t) = - X 2 l + c 2 sen Vw 2 - X 2 1 ). (7) 

Como mostrado na Figura 5.11, o movimento descrito por (7) é oscilatório; mas, por 
causa do fator a amplitude de vibração — > 0 quando / -» ©o. 


Uma análise das derivadas de (5) e (6) m 
mínimo local ou máximo local em / > 0. 


ra que essas fu 




podem ter em caso extremo um ponto 
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Figura 5.1 1 


EXEMPLO 1 


Verifica-sc facilmente que a solução para o problema de valor inicial 


£x 

dt 2 



+ 4* = 0. 


* 0 ) = 1 . 


*'(0) = i. 




O problema pode ser interpretado como um movimento superamortecido de uma massa cm uma 
mola. A massa parte de uma posição 1 unidade abaixo da posição de equilíbrio com uma 
velocidade de I m/s para baixo. 


Para esboçar o gráfico de x(t), encontramos o valor de / no qual a função atinge um 
ponto extremo, isto é, o valor do tempo cm que a derivada primeira (velocidade) é zero. 
Derivando (8), obtemos 


assim x(t) = 0 implica 




8 1.8 
5 ° U /= 3 ,n 5 


0,157. 


Pelo teste da derivada primeira, bem como pela nossa intuição física, concluímos que 
*(0,157) = 1,069 m é realmente um máximo. Em outras palavras, a massa atinge um deslo- 
camento extremo de 1,069 m abaixo da posição de equilíbrio. 

Devemos verificar também se o gráfico cruza o eixo /, isto é, se a massa passa pela 
posição de equilíbrio. Isso não pode acontecer neste caso, pois a equação x(t) = 0, ou 
e 3r = 2/5, tem a solução, fisicamente irrelevante, t = (1/3) ln (2/5) = -0,305. 

O gráfico de *(/) e uma tabela com dados pertinentes são mostrados na Figura 5.12. ■ 


f 
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EXEMPLO 2 


Figura 5.12 


t 

x(l) 

í 

0.601 

1.5 

0,370 

2 

0.225 

2.5 

0,137 

3 

0.083 


(b) 


Um peso de 0,25 kg é atado a uma mola com constante de elasticidade igual a 4 N/cm. Supondo 
que uma força de amortecimento igual ao dobro da velocidade instantânea atua no sistema, 
determine a equação de movimento se o peso parte da posição de equilíbrio com velocidade de 
3 m/s para cima. 

Solução Pela lei de Hooke, temos 

8 = *(2). k = 4 kg/m 

edem = W/g % 


8 * L 

m = 32=-kg. 


A equação diferencial de movimento é 


d 2 x 


1 d 2 x . -dx 
7 — r = - 4x - 2— OU — r 

4 dl 2 àt dl 2 


+ 8^ + 16* = 0. 

ai 


As condições iniciais são 

x(0) = 0. *'(0) = - 3. 

A equação auxiliar para (9) é 

m 2 + 8 m + 16 = (m + 4) 2 = 0, 

assim mj = m 2 = - 4. Portanto, o sistema é criticamente amortecido e 

x(t) = ci*" 4 * + Cite' 41 . 


(9) 


A condição inicial x(0) = 0 imediatamente demanda que c\ = 0, enquanto x'(0) = 
C 2 = - 3. Logo, a equação de movimento é 


x(t) = - 3 te 


- 4 1 


(10) 
3 implica 

(H) 


ift 
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Para esboçar o gráfico de 40. procedemos como no Exemplo 1 

40 = - 3(- 4fe" 4í + 


= - 4 /). 


Obviamenie, x\t) = 0 quando t = 1/4. O deslocamento extremo correspondente é 




- 0,276 m. 


Como mostrado na Figura 5.13, o peso atinge uma altura de 0,276 m acima da posição de 
equilíbrio. ■ 



altura máxima acima 
da posição dc equilíbrio 


Figura 5.13 


EXEMPLO 3 


Um peso de 0,5 kg é atado a uma mola de 1,5 m de comprimento. Na posição de equilíbrio, o 
comprimento da mola é de 2,48 m. Se o peso for suspenso c solto a partir do repouso de um 
ponto 2 m acima da posição de equilíbrio, encontre o deslocamento 40 se é sabido ainda que o 
meio ambiente oferece resistência numericamente igual à velocidade instantânea. 

Solução O alongamento da mola depois que o peso é atado é 2,48 - 1,5 = 0,98 m. Segue-se 
então da lei de Hooke que 0,5 x 9,8 = 40.98), assim k = 5 N/m. 


Ainda, 


16 1 . 

"- = 32 = 2 kg 


A equação diferencial é dada por 


2 dt 2 


ç dx 

= - 5x — 

dt 


ou 



+ \0x = 0. 


( 12 ) 


Essa última equação é resolvida sujeita às condições 


*(0) = -2, x\0) = 0. 
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Prosseguindo, lemos que as raizes de + 2/n +10 = 0 são m\ = — 1 + 3i e mi = - 1 - 3*. | 


Então, concluímos que o sistema é subamortecido e 

x(t) = e~‘(c | cos 3/ + C 2 sen 3f). 

Agora, x(0) = - 2 = cj 

x(t) = e _, (-2cos3/ + C2sen3/) 

*'(/) = e~ '(6 sen 3/ + 3c2Cos3/) - e~\- 2 cos 3/ + o sen 3/) 
x'(0) = 0 = 3c 2 + 2, 

- 2/3. Finalmente, obtemos 


assim C 2 = 


MO = 




- 2 cos 3/ - ^ sen 


31 } 


( 13 ) 


( 14 ) 


i 


I 

r 


i 

r 


Forma Alternativa de Solução 

De uma maneira idêntica ao procedimento usado na Seção 5.1, podemos escrever qualquer 
solução 


x(i) = e ^(C| cos Võr - X 2 1 + C 2 sen Var - X 2 1 ) 


na forma alternativa 





/íU#í}j£f 

- 


em 


que A = Vc| + c{ e o ângulo de fase <p é determinado pelas equações 


( 15 ) 


sen# = -j*» cos# = tg# = ~* 

A A C2 

O coeficiente Ae~ Xl é algumas vezes chamado de amp litude de amortecimento de vibrações. 
Como (15) não é uma função periódica, o número 2/r/Var - A 2 é chamado de çiuzsi período e 
Va/ 2 - A 2 /2*é a çiiasi freqtiência. O qiuui período é o intervalo de tempo entre dois máximos 
consecutivos de x(i). 

Para esboçar o gráfico de uma equação tal como (15). calculamos primeiro as in- 
terseções f|, * 2 » .... isto é, para algum inteiro n devemos resolver 


Va/ 2 — X 2 t + # = rvz 
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explicitando /. Segue-se que 


t - 


tvt - <p 

V* 2 - À 2 


(16) 


Ainda, observamos que U(/)l < Ae~ À '. pois. 


IscnO/o 2 - Ã 2 t + 0)1 < 1. 

O gráfico de (15) toca os gráficos de ± Ae~ Xl nos valores tf, tf, .... tf, ... para os quais 

sen (Var - X 2 t + <p) = ± l. 

Isso significa que Va r - A 2 / + <p tem de ser um múltiplo ímpar dc n/2 , 


Va; 2 - A 2 t + <p = (2/i + 1)^ 


/ = 


(2/i + l)*/2 - 



(17) 


Por exemplo, para esboçar o gráfico dc x\t) = e 0,Sr scn(2/ - n/ 3). calculamos as interseções 
com o eixo t positivo, resolvendo 

2/| - j = 0, 2/ 2 - j = tf, 2/ 3 - y = 2tf 


o que implica, respectivamente. 


tf 


4tf 


7tf 


f| = 6* /2 = T’ ' 3 = T’~ 

Note que, mesmo *(/) não sendo periódica, a diferença entre duas raízes consecutivas é 
/*-/*_! = n/2 unidades, ou metade do quasi período dc 2ji/2 = n segundos. Também, 
sen(2/ - tc/2) = ± I nassoluçôespara 


71 71 it* 71 571 li* 71 - 3 * 

li i “ y = "2 ’ "2 “ y = "y - * ^*2 ~ y = yn * ••• 


ou 


* 5/r * I Itf 

f » ' 2 = ir 


* 17* 

' 3 = tt 


Verificamosfacilmentcqueadiferençaentreosvaloressucessivos/jfc* é também tf/2* O gráfico 
de *(/) está esboçado na Figura 5. 14. 


Notamos que os valores de t para os quais o gráfico de x(t) toca os gráficos exponenciais não são os valores 
para os quais a função atinge seus extremos locais. 
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EXEMPLO 4 


Usando (15), podemos escrever a solução para o problema de valor inicial 

^ + 2^ + 10t = 0. x(0) = -2, x'(0) = 0. 

dr ot 

do Exemplo 3 na forma x(t) = Ae~‘ sen(3/ + 0). 

De (14), C| = - 2, C 2 = - 2/3. Assim 

A = ^ry=f víõ 


ig <P = 


-2 

-2/3 


= 3 e tg“*(3) = 1,249 radi anos. 


Mas como sen <p < 0 e cos <f> < 0, escolhemos <p no terceiro quadrante, ou seja, <p = ji + 1,249 = 4,391 
radianos. Logo, 

x(t) = ! ’/ÍÕV ' sen(3f +4.391). 

O gráfico dessa função está esboçado na Figura 5.15. Os valores de e dados na 
tabela são as interseções e os pontos nos quais o gráfico de x(t) toca os gráficos de 
± (2/3)VTÕe~ respectivamente. Nesse exemplo, o quasi período é 2^/3, portanto a diferença 
entre os sucessivos f* ( e os sucessivos /**) é jt/ 3 unidades. ■ 
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(aí 


_k 

lk 

• 

tk 

Ak) 

1 

0.631 

1,154 

0.665 

2 



-0.233 

3 

2.725 

3.249 

0.082 

4 

3.772 

4.296 

-0.029 

<b» 


Figura 5.15 


5.2 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 454. 

Nos Problemas 1 c 2. dê uma possível interpretação física para o problema dc valor inicial dado. 

1. jrx" + Zr' + x = 0 2. + jr' + 2x = 0 

m = 0. AO) = - 1.5 x(0) = -2. *'(0) = I 

Nos Problemas 3-6, as figuras dadas representam o gráfico dc uma equação de movimento para uma massa 
em uma mola. O sistema massa-mola é amortecido. Use o gráfico para determinar: 

(a) se o deslocamento iniciai da massa está acima ou abaixo da posição dc equilíbrio; e 

(b) se a massa parte do repouso, dirigindo-se para baixo ou para cima. 

3. 4. 



Figura 5.16 


Figura 5.17 
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Figura 5.18 


Figura 5. 1 9 


7. Um peso de 125 g é alado a uma mola de constante elástica igual a 2 N/m. O meio oferece uma 
resistência ao movimento do peso numericamente igual à velocidade instantânea. Sc o peso parte de 
um ponto I m acima da posição de equilíbrio com uma velocidade de 8 m/s para baixo, determine o 
instante cm que o peso passa pela posição de equilíbrio. Calcule o instante no qual o peso atinge seu 
deslocamento extremo em relação à posição de equilíbrio. Qual é a posição do peso nesse instante? 

8. Uma mola de 4 cm de comprimento passa a medir 8 cm após um peso dc 0.5 kg ser atado a ela. O meio 
no qual o peso se move oferece uma resistência numericamente igual a \ r 2 vezes a velocidade 
instantânea. Encontre a equação do movimento se o peso for solto na posição de equilíbrio com uma 
velocidade de 5 cm/s para baixo. Encontre o instante cm que o peso atinge seu deslocamento extremo 
em relação à posição dc equilíbrio. Qual é a posição do peso nesse instante? 

9. Uma massa dc I kg é atada a uma mola cuja constante dc elasticidade é 16 N/m c o sistema inteiro é 
então submerso cm um líquido que oferece uma força dc amortecimento numericamente igual a 10 
vezes a velocidade instantânea. Determine as equações dc movimento se 

(a) o peso parte do repouso dc um ponto a I m abaixo da posição de equilíbrio; c 

(b) o peso parte de um ponto 1 m abaixo da posição de equilíbrio com uma velocidade de 12 m/s 
para cima. 

10. Nas partes (a) e (b) do Problema 9. verifique sc o peso passa pela posição de equilíbrio. Em cada caso. 
calcule o instante no qual o peso atinge seu deslocamento extremo em relação à posição dc equilíbrio. 
Qual a posição do peso nesse instante? 

11. Uma força de 2 N distende uma mola em 1 m. Um peso de 0.2 kg é atado à mola e o sistema é então 
imerso em um meio que oferece uma força de amortecimento numericamente igual a 0.4 vez a 
velocidade instantânea. 

(a) Encontre a equação de movimento se o peso é solto a partir do repouso I m acima da posição dc 
equilíbrio. 

(b) Expresse a equação de movimento na forma dada cm (15). 

(c) Quando o peso cruza pela primeira vez a posição de equilíbrio se dirigindo para cima? 

12. Quando um peso de 10 N é atado a uma mola de 5 cm de comprimento, esta distende-se e passa a ter 
7 cm de comprimento. O peso de 10 N é removido e substituído por um outro dc 8 N. O sistema é 

• então inteiramente imerso em um meio que oferece uma resistência numericamente igual à velocidade 
instantânea. 
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(a) Encontre a equação de movimento se o peso é solto 0,5 cm abaixo da posição dc equilíbrio com 
velocidade de 1 cm/s para baixo. 

(b) Expresse a equação de movimento na forma dada em ( 1 5). 

(c) Calcule os instantes nos quais o peso passa pela posição dc equilíbrio se dirigindo para baixo. 

(d) Esboce o gráfico da equação de movimento. 

13. Um peso de 312.5 g é atado a uma mola cuja constante de elasticidade vale 5 N/m. O peso está 
acoplado a um dispositivo dc amortecimento que oferece uma resistência igual a P (Ji > 0) vezes a 
velocidade instantânea. Determine os valores da constante de amortecimento p para os quais o 
movimento subscqüente seja (a) supcramortecido. (b) criticamente amortecido e (c) subamortccido. 

14. Um peso de 0,75 é atado a uma mola cuja constante elástica vale 6 N/m. O movimento subscqüente 
está sujeito a uma força dc resistência numericamente igual a P (/? > 0) vezes a velocidade instan- 
tânea. Se o peso parte da posição dc equilíbrio com velocidade de 2 m/s para cima. mostre que. se 
p > 3V2, a equação de movimento é 



15. Uma massa de 40 g distende uma mola em 10 cm. Um dispositivo dc amortecimento impõe uma 
resistência ao movimento numericamente igual a 560 vezes a velocidade instantânea. Encontre a 
equação dc movimento se a massa parte da posição dc equilíbrio com uma velocidade de 2 cm/s para 
baixo. 

16. Enconire a equação dc movimento para a massa do Problema 15 sc a constante dc amortecimento for 
duplicada. 

17. Uma massa de l kg é atada a uma mola cuja constante de elasticidade vale 9 N/m. O meio oferece 
uma resistência ao movimento numericamente igual a 6 vezes a velocidade instantânea. A massa parte 
de um ponto localizado a 2/3 m acima da posição dc equilíbrio com uma velocidade t»o m/s para 
baixo. Determine os valores dc t>o para que a massa passe pela posição dc equilíbrio. 

18. O quasi período de um subamortecimento, vibrando uma massa dc 1 kg em uma mola, c 71 / 2 
segundos. Se a constante de elasticidade da mola é 25 N/m. encontre a constante de amortecimento/? 

19. No caso de movimento subamortecido. mostre q ue o intervalo dc tempo entre dois máximos suces- 
sivos da equação de movimento é 2jr/Vcu 2 - A-. 

20. Use (16) para mostrar que. em (15). o intervalo de tempo entre duas interseções sucessivas com o eixo 
I é metade do quasi período. 

21. Use (17) para mostrar que o intervalo de tempo entre dois valores sucessivos de / nos quais o gráfico 
de ( 15) toca os gráficos de ± Ae~ h é metade do quasi período. 

22. Use a equação (17) para mostrar que o gráfico de x(f) = Ae /A sen (V üT - + <p) intercepta o eixo 

t exatamente no valor médio dos instantes nos quais o gráfico de *(/) toca os gráficos dc ± Ae **. Os 
valores de f para os quais j*(i) atinge um máximo ou um mínimo não estão no meio dos pontos cm que 
o gráfico de x(t) intercepta o eixo t. Verifique esta última afirmação analisando a função 
x(t) = e - 'sen(f + ;r/4). 
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23. No caso de movimento subamortecido. mostre que a razão entre os dois máximos (ou mínimos) 
consecutivos x„ e x n ♦ 2 c a constante 

. i’ 

w • 

x n ♦ 2 

O número ò = \n(x n /x n ♦ ») = - X 2 é chamado de decremento logarítmico. 

24. O decremento logarítmico definido no Problema 23 é um indicador da taxa em que o movimento está 
sendo amortecido. 

(a) Descreva o movimento de um sistema subamortecido se d for um número positivo muito pequeno. 

(b) Calcule o decremento logarítmico do movimento descrito no Problema 12. 


5.3 MOVIMENTO FORÇADO 

Com Amortecimento 

Consideraremos agora uma força externa /(/) agindo cm um sistema vibratório massa-mola. Por 
exemplo, J[l) poderia ser uma força causando um movimento oscilatório vertical no suporte da 
mola. Veja a Figura 5.20. A inclusão de /(/) na formulação da segunda lei de Ncwton nos dá a 
equação diferencial de movimento forçado 




Figura 5.20 



-kx-pf' + 



d*x 

d, 2 


+ 2X ^ + w 2 x = F(t). 
al 




(d 



ou 


(3) • 
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cm que F(t ) = fit)/m c, como na seção preccdcnie. 2X = fi/m. or = k/m. Para resolver essa 
equação não-homogênea, podemos usar o método dos coeficientes indeterminados ou a variação 
de parâmetros. 

EXEMPLO 1 

Interprete e resolva o problema de valor inicial 

+ 1.2^7 + 2x = 5cos4f. *(0) = x'(Q) = 0. (4) 

5 dr dí 2 

Solução O problema representa um sistema vibrante que consiste em uma massa 
(m = 1/5 kg) atada a uma mola ( k = 2 N/m). A massa parte do repouso 1/2 metro abaixo da 
posição de equilíbrio. O movimento é amortecido (fi = 1,2) e está sob a ação de uma força 
externa periódica ( T = n/2 segundos). Intuitivamente, esperamos que, mesmo com amorte- 
cimento. o sistema permaneça cm movimento enquanto a força externa estiver atuando. 

Primeiramente, multiplicamos (4) por 5 e resolvemos a equação homogênea 

^f + 6^ + lQx = 0 
dr dt 

pelos métodos usuais. Como m\ = - 3 + i, m 2 = - 3 segue-se que 

Xf{t) = e~ 3 '(c, cos / + C 2 sen l). 

Usando o método dos coeficientes indeterminados, tentamos uma solução particular da forma 
Xp(í) = A cos 4/ + B sen 4r. Agora, 

Xp = - 4 A sen 4 1 + 4 B cos 4/ 

Xp = - IM cos 4/ - 165 sen 4/ 

então 

Xp + 6 Xp + 10Lr /} = - 164 cos4r - 165 sen 4/ - 244 sen 4/ 

+ 245 cos 4/ + 104 cos 4/ + 105 sen 4/ 

= (- 64 + 245) cos 4/ + (- 244 - 65) sen 4 1 
= 25 cos 4/. 

O sistema de equações resultantes 

-64 + 245 = 25 


-244 - 65 = 0 
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implica A = -25/l02efl = 50/51. Segue-se então que 

_ -3i 25 


50 


Fazendo t 
mos c '2 = 


x(t) = e~ M (c | cos / + C 2 sen/) - -^cos4/ + jj-sen4/. 

= 0, na equação acima obtemos c*| = 38/51. Derivando a expressão l 
- 86/51. Portanto, a equação de movimento é 

X (I) = í , ~- , '^!ycos/ “ff sení j " ■^ cos4 ' + f? sen4 '- 



0. encontra- 



Termos Transitórios (Transientes) e Estacionários 

Note que a função complementar 

/#v .*(38 ,86 \ 

cAO = * 5T cosí ~ 5T scní 

no Exemplo I possui a propriedade 

lim xAO = 0. 

i -♦ « 

Como se torna desprezível (ou seja, 0) quando / -> °°. dizemos que ele é um termo 
transitório (transiente) ou uma solução transitória (transiente). Logo. após um longo período 
de tempo, os deslocamentos do peso no problema precedente são descritos aproximadamente 
pela solução particular x p (t). Esta última função é também chamada de solução estacionária, ou 
solução do estado estacionário. Quando Fé uma função periódica, tal como F(r) = Fq scnyí 
ou F(t) = Fq cos y/, a solução geral para (3) consiste em 

x(t) = transiente + estado estacionário. 


EXEMPLO 2 

A solução para o problema de valor inicial 

^ +2^ + 2x = 4cos/ + 2scn/, x(0) = 0. x\0) = 3, 
dr dt 

é facilmente encontrada, ou seja, 

x =x c + x p = e~‘ sen t + 2 sen/. 

| transiente || estacio n ária | 

A Figura 5.21 mostra que o efeito do termo transitório na solução é. neste caso, 
insignificante após t > 2 jc. ■ 
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Figura 5.21 

Sem Amortecimento 

Com uma força externa agindo e sem nenhum amortecimento, não há termo transitório na 
solução para um problema. Ainda, veremos que a atuação de uma força externa periódica de 
freqüência próxima, ou igual, à freqüência de vibrações livres não amortecidas pode causar 
severos danos a um sistema mecânico oscilatório. 


EXEMPLO 3 


Resolva o problema de valor inicial 


d 2 x 


j + arx + Fq sen yt, x{0) = 0, x'(0) = 0, 


em que Fq é uma constante. 

Solução A função complementar é x c (r) = c\ cos wt + C 2 sen cu/. Para obter uma solução 
particular, supomos x p (t) = A cos yt + B sen yi, assim 

Xp = - Ay sen yt + By cos yt 
Xp = - Ay 2 cos yt - By 2 sen yt 
Xp + <o 2 Xp = A(w 2 - y 2 ) cos yt + B(w 2 - y 2 ) sen yt 
= Fq sen yt. 

Segue-se que A(<o 2 - y 2 ) = 0, B(o) 2 - y 2) = Fqç então 

i n n *b . \ 


A = 0, B = 


2 2 ^ ^ a,) ' 

cu z - y- 


vo = 3 


cu- - y 


7 sen y/. 


Portanto, 
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Substituindo as condições iniciais dadas na solução geral 


Fo 


*(/) = C| cos ou + t '2 sen ojt + — r ^ sen yr 

or - y~ 

obtemos cj = 0 e q = -yFç/w(w 2 - y 2 ). Logo. a solução é 

Fn 

x(t) = r r- (-y sen oji + w sen yi), y * o). 

w(w - y ) 


( 8 ) 


Ressonância Pura 

Embora a equação (8) não esteja definida para y = w, é interessante observar que seu limite 
quando y — » (o pode ser obtido aplicando a regra de L’Hôpital. Isso é a mesma coisa que 
sintonizar a frcqüência da força externa (y/lrr) com a frequência de vibrações livres (w/2 Jt). 
Intuitivamcnte, esperamos que após algum tempo possamos aumentar substancialmentc a ampli- 
tude dc vibração.* Para y = w % definimos a solução por 

-y sen wi + w sen yi 
x(i) = hm F 0 -T r L - 

y -4 to (0(w- - y) 


= Fo lim 

y -» to 


= F 0 lim 

y -* to 


— (-y sen wt + w sen yt) 


± - ’• 


ày 


(w> - ary-) 


- sen wt + wí cos yt 
-2wy 


= F 0 = 


- sen wt + ojf cos wt 


fo 

2xi) 


-2ar 
Fo 

, sen wt - — t cos a;/. 
2 2w 


(9) 


Como esperado, os deslocamentos se tomam grandes quando /->«»; na verdade, !*(/„)! — » °o 

quando t n = rvr/w, n = 1.2 O fenômeno que acabamos de descrever é conhecido como 

ressonância pura. O gráfico representado na Figura 5.22 mostra um movimento típico neste caso. 

Observamos, portanto, que não é necessário usar um processo dc limite em (8) 
para obter a solução quando y = w. Alternativamente, a equação (9) pode ser obtida resol- 
vendo o problema de valor inicial 


Isso pode ser observado quando empurramos uma criança em uma balança. 
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d 2 x 

1? 


(xrx = Fq sen cot 


x(0) = 0. x'(0) = 0. 


diretamente pelos métodos convencionais. 



Figura 5.22 


Curva de Ressonância 


No caso de vibrações subamortecidas, a solução geral para a equação diferencial 


d 2 x 


t + 2À — + orx = Fq sen yt 
dr dt 


(10) 


x(t) = Ae' 2 ' senO/cu 2 - A 2 / + 0) + 


Fo 


senfyí + 0), 


V(tu 2 - y 2 ) 2 + -UV 

em que A = VíT^Í e os ângulos de fase <p c 0 sào, respectivamente, definidos por 


. c\ 

SC*=J 


sen 0 = 




V(<u 2 - y 2 ) 2 + 41 2 / 2 


, c 2 
cos <p — ~ 


cos 9 = 


o» 2 - y 2 


V(w 2 - y 2 ) 2 + 4íV 


( 11 ) 


EXEMPLO 4 

Analisando a equação (11), vemos que x^l) é transiente quando há amortecimento, c então, após 
um longo período de tempo, a solução fica próxima da solução estacionária 


V f )= scn 6" + e >- 


em que definimos 


s(y) = 


F 0 


V(to 2 -y 2 ) 2 + 41 V 


( 12 ) 
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Embora a amplitude dc x p seja limitada, podemos ver facilmente que as oscilações máximas 
ocorrerão quando y\ = Vc u~ — 2À 2 (veja o Problema II). Logo, quando a frequência da força 
externa for Vor — 2À 2 /2jc, dizemos que o sistema está em ressonância. 

No caso específico, k = 4 . m = 1 , Fq = 2, g(y) lorna-se 

g(r)= . , 2 , (13) 

V(4 - y 2 ) 2 + f-r 

A Figura 5.23(a) mostra o gráfico dc (13) para vários valores do coeficiente dc amortecimento/?. 
Essa família de gráficos é chamada de curva de ressonância do sistema. Observe o compor- 
tamento das amplitudes £(y) quando /? — » 0. isto é. quando o sistema se aproxima da ressonân- 
cia pura. ■ 



p 

n 

8(Yi) 

2 

1.41 

0.58 

1 

1,87 

1.03 

0,75 

1.93 

1,36 

0.50 

1.97 

2.02 

0.25 

1,99 

4.0! 


(b) 


Figura 5.23 


Observação Se um sistema mecânico fosse realmente descrito por uma função tal como em 
(9) desta seção, ele necessariamente seria danificado. Grandes oscilações de um peso em uma 
mola certamcnte forçaria a mola além de sua elasticidade limite. Poderíamos argumentar tam- 
bém que o modelo ressonante apresentado na Figura 5.22 é completamentc irreal, pois ignora 
qualquer efeito retardador de forças de amortecimento sempre presentes. Embora a ressonância 
pura nunca possa ocorrer quando qualquer amortecimento é levado em conta, grandes ampli- 
tudes de vibração, igualmentc destrutivas, podem acontecer (embora limitadas quando / — > °°). 

Se você já teve a oportunidade de ver a asa de um avião voando, provavelmente 
observou que ela não é totalmente rígida. Uma pequena flexibilidade não é somente tolerada. 
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mas também necessária para que ela não quebre. Em 1959 e em 1960, dois aviões comerciais 
caíram em consequência de um modelo relativamentc novo de propulsão, ilustrando os efeitos 
destrutivos de grandes oscilações mecânicas. 

O aspecto singular desses desastres foi que ambos aconteceram quando os aviões já 
estavam em pleno vôo horizontal, que é o período mais seguro de qualquer vôo. Sabe-se bem que 
um avião fica mais vulnerável a um acidente durante a decolagem e durante a aterrissagem. 
Então, ter dois aviões simplesmente caindo do céu não foi somente uma tragédia, mas um fato 
embaraçoso para as indústrias do ramo e um desafiador problema para os engenheiros de 
aerodinâmica. Em um desastre desse tipo, suspeita-se imediatamente de alguma falha estrutural. 
Após uma ostensiva perícia técnica, o problema foi localizado em cada caso. Verificaram que, 
quando cada avião ultrapassou uma velocidade crítica de aproximadamente 400 mph, uma hélice 
c um motor começaram a trepidar, causando uma força giroscópica que não podia ser absorvida 
pela caixa do motor. Essa força vibratória externa foi então transferida para a asa. que já 
apresentava um movimento oscilatório. Esse fato em si não é perigoso, pois as asas de um avião 
são projetadas para suportar forças excessivas e incomuns. Mas, infelizmente, após um curto 
período de tempo, durante o qual o motor trepidou rapidamente, a freqüência de força transmi- 
tida diminuiu para um ponto no qual se aproximou e finalmcnle coincidiu com a freqücncia 
máxima de vibração da asa (cerca de 3 ciclos por segundo). A ressonância resultante finalmcnle 
efetuou o que os engenheiros de leste não conseguiram fazer, ou seja, as amplitudes de vibração 
da asa se tornaram grandes o suficiente para quebrar a asa. Veja a Figura 5.24. 



oscilação normal 


Figura 5.24 


grande oscilação 

O problema foi resolvido cm duas etapas. Todos os modelos desse avião em particular 
foram obrigados a voar a velocidades bem abaixo de 400 mph até que cada aeronave pudesse ser 
reparada com um substancial fortalecimento da caixa do motor. Uma caixa de motor mais 
fortalecida mostrou-se capaz de oferecer efeito amortecedor suficiente para prevenir o crítico 
fenômeno de ressonância, mesmo no caso de uma eventual trepidação subseqüente do motor.* 




* 


Para obter um fascinante relatório sobre a investigação, veja Robert J. Serling, Loud and Clear (New York: 
Dell. 1970). Capítulo 5. 
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No final de 1959 e começo de 
1 960. ocorreram os dois acidentes 
citados anteriormente com aviões 
comerciais envolvendo o popular 
Lockheed Electra, um novo 
modelo com quatro motores de 
propulsão a jato. O Braniff Flight 
542 caiu perto de Buffalo. no 
estado do Texas, em setembro de 
1959 e o Northwest Flight 710 
caiu perto de Tell City. no estado 
de Indiana, em março de 1 960. 

Em ambos os casos uma asa se 
separou do avião quando este 
estava na altitude de cruzeiro. 
Esses acidentes ilustram os efeitos 
destrutivos de grandes oscilações 
mecânicas ou ressonância. 


Você deve saber que os soldados geralmcntc nâo passam marchando sobre uma ponte. 
A razão disso é simplesmente evitar qualquer possibilidade dc ressonância. 

Vibrações acústicas podem ser tão destrutivas quanto grandes oscilações mecânicas. 
Em comerciais de televisão, cantores dc jazz têm destruído um simples cálice de vinho. Veja a 
Figura 5.25. Sons emitidos por orgãos c flautins são capazes de quebrar janelas. 

Ergueu, pois, o povo o grito de guerra c fizeram ressoar as trompas. Logo que o som 
da trompa chegou aos ouvidos da multidão, levantou-se enorme clamor e as muralhas 
caíram sobre si mesmas... Josué 6:20 

Será que o poder da ressonância acústica causou o desmoronamento das muralhas dc 
Jericó? Essa é a suposição de alguns estudiosos contemporâneos. 

Porém, o fenômeno de ressonância nem sempre é destrutivo. Por exemplo, é a ressonância 
dc um circuito elétrico que permite que um rádio seja sintonizado em uma estação específica. 
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5.3 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 454 e 455. 

1. Uma massa de 0,5 kg é atada a uma mola que tem constante de elasticidade igual a 6 N/m. A massa 
parte do repouso 2 m abaixo da posição de equilíbrio c o movimento subseqüeme está sujeito a uma 
força de amortecimento igual à metade da velocidade instantânea. Encontre a equação de movimento 
se o peso sofre a ação dc uma força externa igual a f{t) = 10 cos 3 1 . 

2. Uma massa dc 1 kg é atada a uma mola cuja constante vale 5 N/m. A massa é solta I cm abaixo da 
posição dc equilíbrio com uma velocidade de 5 cm/s para baixo. O movimento subseqüente tem lugar 
cm um meio que oferece uma força de amortecimento numericamente igual a duas vezes a velocidade 
instantânea. 

(a) Encontre a equação de movimento se a massa sofre a ação dc uma força externa igual a 
fil) = 12 cos 2/ + 3 sen 2/. 

(b) Esboce os gráficos das soluções transiente c estacionária no mesmo eixo coordenado. 

(c) Esboce o gráfico da equação dc movimento. 

3. Uma massa de I kg é atada a uma mola cuja constante é 16 N/m. Uma força externa igual a 
/(/) = 8 sen At age no sistema a partir de / = 0. Encontre a equação dc movimento se o meio oferece 
uma força de amortecimento numericamente igual a 8 vezes a velocidade instantânea. 

4. No Problema 3, determine a equação dc movimento se a força externa for /(/) = e~ ' sen 4/. Analise 
o deslocamento quando t — » «». 

5. Uma massa dc 2 kg é atada a uma mola cuja constante vale 32 N/m. Uma força igual a J(i) = 68r 21 cos 4f 
atua no sistema a partir de t = 0. Encontre a equação de movimento na ausência de atrito. 

6. No Problema 5, escreva a equação de movimento na forma x(t) = A sen (<ot + <p) + Be 11 sen (4/ + 6) . 
Qual é a amplitude de vibrações após um longo período de tempo? 

7. Uma massa m é atada a uma mola cuja constante vale k. Após a massa atingir a posição de equilíbrio, 
seu suporte começa a oscilar vcrticalmente em relação a uma linha horizontal L dc acordo com uma 
fórmula /i(í). O valor dc h representa a distância em metros medida a partir de L. Veja a Figura 5.26. 
Determine a equação diferencial de movimento se lodo o sistema move-se através de um meio que 
oferece uma força de amortecimento numericamente igual a flidx/dí). 


suporte 
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8. Resolva a equação diferencial do problema precedente se a mola distende-se 4 cm com um peso de 
0.5 kg, e = 2. h{t) = 5 cosí, x(0) = *'(0) = 0. 

9. Uma massa de 100 g é alada a uma mola de constante elástica 0,016 N/cm. Após a massa atingir o 
equilíbrio, seu suporte oscila de acordo com a fórmula h{i) = sen 8/, em que h representa o deslo- 
camento a partir da posição de equilíbrio. Veja o Problema 7 e a Figura 5.26. 

(a) Na ausência de amortecimento, determine a equação de movimento se a massa parte do repouso 
na posição de equilíbrio. 

(b) Quando a massa passa pela posição de equilíbrio? 

(c) Quando a massa atinge seus deslocamentos extremos? 

(d) Quais são os deslocamentos máximo e mínimo? 

(e) Esboce o gráfico da equação de movimento. 

10. Mostre que a solução geral para a equação ( 10) é dada por ( 1 1 ). 

11. (a) Prove que g(y) dado em (13) do Exemplo 4 possui um valor máximo cm >' f = - IX 2 . 

[Sugestão: Derive cm relação a y.J 

(b) Qual é o valor máximo de g(y) em ressonância? 

12. (a) Se k = 3 N/m c m = I kg. use a informação do Exemplo 4 para mostrar que o sistema é 

subamortccido quando o coeficiente de amortecimento satisfaz 0 < p < 2 Ví. mas a ressonân- 
cia pode ocorrer somente sc 0 < p < Vó . 

(b) Construa a curva de ressonância do sistema quando F 0 = 3. 

13. Uma massa de 0.5 kg é suspensa por uma mola cuja constante é 6 N/m. O sistema é colocado cm 
movimento cm um meio que oferece uma força de amortecimento numericamente igual a duas 
vezes a velocidade instantânea. Encontre a solução para o estado estacionário se uma força 
externa j{t) = 40 sen 2/ age no sistema a partir dc t = 0. Escreva essa solução na forma de um 
múltiplo de sen(2t + 0). 

14. Verifique que o sistema mecânico descrito no Problema 13 está em ressonância. Mostre que a 
amplitude da solução estacionária é o valor máximo de g{y ) descrito no Problema II. 

15. (a) Mostre que a solução para o problema de valor inicial 

+ co 2 x = F 0 cos yt, x(0) = 0, x'(0) = 0. 

dr 


é 

(b) Calcule 


MO = 

Um — j 

y - <u CO - y 


0 . 2 -/ 

(cos yt - cos cot)- 


(cos yt - cos cot). 


16. Compare o resultado obtido na parte (b) do Problema 15 com a solução obtida usando variação dos 
parâmetros quando a força externa for Fq cos cot. 
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Nos Problemas 17 e 18. resolva o problema de valor inicial dado. 

17. * *x = -5 sen 2i + 3cos 2 1 . 40) = - I. 4(0) = I 

dl 2 

18. + 9i = 5 sen 3/. 40) = 2. 4(0) = 0 
dl 2 

19. (a) Mostre que 4f ) dado na parte (a) do Problema 1 5 pode ser escrito na forma 

- 2F 0 1 1 

*(0 = — T scn õ(y - t (y + «V- 

a) - y L 1 

(b) Se definirmos e = ± (y - w). mostre que, quando e for pequeno, uma solução aproximada será 


40 = ^ scn a scn yt. 

Quando c é pequeno, a freqüência y/2rt da força externa é próxima à frequência w/2jt das vibrações 
livres. Quando isso ocorre, o movimento é igual ao indicado na Figura 5.27. Oscilações desse tipo são 
chamadas de batimentos e se devem ao fato de que a freqüência de sen ct c muito pequena em relação 
à freqüência de seny/. As curvas pontilhadas, ou envoltórias, do gráfico de 40 são obtidas a partir 
dos gráficos de ± (F</2 ey) sen tt. Use um computador com vários valores de F& e c y para verificar 
o gráfico da Figura 5.27. 



(c) Calcule lim - — sen et sen yt. 

i -»0 

20. Mostre que a solução para o problema de valor inicial 

.2 

‘—j + 25x= 10 cos 7f, 40) = 0. *'(0) = 0. 

dt~ 

é 40 = 7 scn i scn 6 1 . Use um computador para obter o gráfico de 40* 
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5.4 CIRCUITOS ELÉTRICOS E OUTROS SISTEMAS 
ANÁLOGOS 

Circuitos em Série L—R—C 

Como mencionado na introdução deste capítulo, vários sistemas físicos podem ser descritos por 
uma equação diferencial linear de segunda ordem semelhante à equação diferencial de 
movimento forçado com amortecimento: 

*7? + Pt, + =ã‘). d) 

dr dt 

Se /(/) denota a corrente cm um circuito elétrico em série L-R-C mostrado na Figura 5.28(a), 
então a queda de voltagem através do indutor, resistor e capacitor é igual à apresentada na Figura 
5.28(b). Pela segunda lei de Kirchoff. a soma dessas voltagens é igual à voltagem E(t) impressa 
no circuito, isto é. 

,. - 

L jt + Ri + c q = £(/) * (2) 

Mas a carga q(t) no capacitor está relacionada com a corrente /(/) por i = dq/dt, c então (2) 
torna-se a equação diferencial linear de segunda ordem 



Figura 5.28 

A nomenclatura usada na análise de circuitos é semelhante à nomenclatura empregada 
para descrever um sistema massa-mola. 

Se E(t ) = 0. as vibrações elétricas do circuito são ditas livres. Como a equação 
auxiliar para (3) é Lnr + Rm + 1/C = 0, haverá três formas de solução quando R * 0, depen- 
dendo do valor do descri minante R 2 - MJ C. Dizemos que o circuito é 
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e 


superamortccido 
criticamente amortecido 
subamortecido 


se tf 2 - 4 L/C > 0. 
sc R 2 - AL/C = 0. 
sc tf 2 - AL/C < 0. 


Em cada um desses três casos, a solução geral para (3) contém o fator e R,/2Í \ portanto 
q(t) 0 quando/ -» No caso subamortecido, quando ç(0) = ç 0 - a carga no capacitor oscila 
quando ele decresce; em outras palavras, o capacitor é carregado e descarregado quando 
/ -> Quando £(/) = 0 c tf = 0, dizemos que o circuito é não-amortecido. c as vibrações 
elétricas não se aproximam de zero quando / aumenta de maneira ilimitada; a resposta do 
circuito é harmônica simples. 


EXEMPLO 1 


Considere um circuito em série L-C no qual £(/ ) = 0. Determine a carga </(/) no capacitor para 
/ > 0 se a carga inicial é r/o c se inicialmente não há corrente circulando no circuito. 

Solução Em um circuito L-C % não há resistor. assim, dc (3). obtemos 



As condições iniciais são </(()) = çq e t(0) = 0. Como q\t) = i(í). a última condição é simples- 
mente q'(0) = 0. A solução geral para a equação diferencial é 


q(l) = ci cos 


I + C 2 sen 



Agora, as condições iniciais implicam cj = ço e c 2 = 0* Logo, 


q(t) =q 0 cos 



No Exemplo 1, se quisermos encontrar a corrente no circuito, usamos /(/) = q'(i): 





EXEMPLO 2 


Encontre a carga q(t ) no capacitor em um circuito em série L-R-C quando L % = 0,25 henry, 
R = lOohms, C = 0.001 farad, £(/) = 0, q( 0) = qo coulombs e t(0) = 0. 


Solução 


Como 1/C = 1 


m 


, a equação (3) torna-se 


^q" + 10 q + 1000.? = 0 ou q" + 40</' + 4000 9 = 0. 
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I 


Resolvendo essa equação homogênea da maneira usual, verificamos que o circuito é sub- 
amortecido e 

q(t) = e~ 20r (C| cos 60/ + ci sen 60/ ). 


Aplicando as condições iniciais, encontramos c\ = ço c c 2 = Logo, a solução é dada por 


q(l) = qoe~ 2iU | cos 60/ + j sen 60/ j. 


A solução do Exemplo 2 pode ser escrita como uma única função seno usando o 
método discutido na Seção 5.2. De ( 15) daquela seção, obtemos 


<7(0 = 


</o^íõ _ 20f 


e -“seiKóO/ + 1.249). 


Quando há uma voltagem impressa no circuito, as vibrações elétricas são ditas 
forçadas. Note no Exemplo Ique as vibrações elétricas livres são harmônicas simples com 
período 2ji/(\/ y ÍLC) = IjxJLc e freqüência 1/(2 n^lLC). Se uma voltagem periódica E(/)com 
a mesma freqüência fosse impressa no circuito, o sistema estaria cm ressonância. No caso cm 
que R * 0. a função complementar q^t) de (3) é chamada de solução transiente. Se £(/) for 
periódica ou uma constante, então a solução particular q p (t) de (3) é uma solução estacionária 
ou solução do estado estacionário. 


EXEMPLO 3 

Encontre a solução estacionária q p (t) e a corrente estacionária (ou corrente do estado es- 
tacionário) em um circuito cm série L-R-C quando a voltagem impressa for £(/) = £o seny/. 

Solução A solução estacionária q p (t) é uma solução particular para a equação diferencial 

L ^ + R ^ + b = E ° scnY ‘- 


Usando o método dos coeficientes indeterminados, supomos uma solução particular da forma 

q p 0 ) = A sen yt + B cos yt. (4) 

Substituindo (4) na equação diferencial, simplificando c igualando os coeficientes, obtemos 


A = 


EdLy - 1/CV) 


*1 
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É conveniente expressar A e B em termos de alguns símbolos novos. Se 


X = Ly-jr> enlão X 2 = Ly 2 - ^ + ' 

Se Z = V * 2 + K 2 . enlão Z 2 = /-V - ^ + + X 2 . 

v C*y* 

Portanto, /I = £oX/(-yZ 2 ) e 8 = EqR/(- yZr). A carga estacionária é então 

. EqX EoR 

<hAt) = ~ SCn Y ‘ ~ ~yz} COS y, ‘ 


Agora, a corrente estacionária é dada por i p (t) = </,!(/): 


í p (0 


Eq(R 

= T[z sen y ' 


- ^ cos y» I- 


) 



As quantidades X = Ly - l/Cy c Z = Vx- + fl 2 definidas no Exemplo 3 são 
chamadas respectivamente de reatância e impedância do circuito. A reatância e a impcdância 
são medidas cm ohms. 


Torção de um Cabo 


A equação diferencial que governa o movimento de rotação de um peso atado à ponta de um 
cabo elástico é 


d 2 e dO 



Na Figura 5.29. a função Q(t) representa a torção do peso em função do tempo. 



Figura 5.29 


Comparando as equações (3) e (6) com (1), vemos que, com exceção da terminologia, 
não há absolutamente nenhuma diferença entre a matemática de molas vibrantes, circuitos em 
série e torções oscilatórias. A tabela seguinte apresenta uma comparação das partes análogas 
desses três tipos de sistema. 
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Mecânico 


Elétrico (em série) 


Torçáo 


m (massa) 

L 

(indutància) 

/ ( momento de inércia) 

P (amortecimento) 

R 

(resistência) 

c (amortecimento) 

k (constante elástica) 

l/C 

(capacitância recíproca - 
chamada elastância) 

k (constante elástica) 

f(/) (força externa) 

E<n 

(voltagem impressa) 

T(t) (Iorque) 


Pêndulo Simples 

No Exemplo 3 da Seção 1.2, vimos que o deslocamento angular 0 de um pêndulo simples é 
descrito pela equação não-linear de segunda ordem 

d 2 * 4 $ p 

— r- + * sen 6 = 0, 

dr 1 

cm que / é o comprimento da haste do pendulo. Para pequenas oscilações, sen 0é substituído por 
0, ca equação diferencial resultante 

g + fe = o (7) 

mostra que o pêndulo apresenta movimento harmônico simples. Uma análise da solução (7) 
mostra que o período de pequenas oscilações é dado pela fórmula familiar da física 
T = 2ji4ÊÇ. 


5.4 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 455 e 456. 

Nos Problemas 1 c 2, encontre a carga no capacitor e a corrente no circuito em série L-C dado. Suponha 
<y(0) = 0 c f(0) = 0. 

1. L = l henry, C = jr farad . Elf) = 60 volis 

IO 

2. L = 5 henrys, C = 0,01 farad, £(/) = 20/ volts 

Nos Problemas 3 e 4, sem resolver (3) , determine se o circuito em série L-R-C dado é supcramortecido, 
críticamcnte amortecido ou subamortecido. 

3- L = 3 henrys, R = lOohms, C = 0,1 farad 

4. L = 1 henry, R = 20ohms, C = 0,01 farad 
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5. Encontre a carga no capacitor em um circuito em série L-R-C no instante / = 0,01 segundo quando 
L = 0.05 henry, R = 2 ohms, C = 0,01 farad, £(/) = 0 volt. q( 0) = 5 coulombs e i(0) = 0 ampère. 
Determine o primeiro instante no qual a carga do capacitor é zero. 

6. Encontre a carga no capacitor em um circuito em série L-R-C quando L - 1/4 henry. R = 20 ohms, 
C = 1/300 farad, £(/) = 0 volt. q{ 0) = 4 coulomb e i(0) = 0 ampère. A carga no capacitor se anula 
em algum instante? 


Nos Problemas 7 c 8. encontre a carga no capacitor e a corrente no circuito em série L-R-C dado. Calcule 
a carga máxima no capacitor. 


7. L = 5/3 henrys, R = 10 ohms, C = 1/30 farad. E(t) = 300 volts, q( 0) = 0 coulomb, /(0) = 2 
ampèrcs. 



L = I henry, R = 
ampèrcs. 


100 ohms. C = 0, 


mu 


4 farad, £(/) = 30 volts, </(0) = 0 coulomb e i(0) = 2 


9. Encontre a carga e a corrente do estado estacionário em um circuito em série L-R-C quando L = 1 
henry, R = 2 ohms. C = 0,25 farad c £(/ ) = 50 cos í. 

10. Mostre que a amplitude da corrente estacionária no circuito em série L-R-C do Exemplo 3 é dada por 
Eo/Z. em que Z é a impedância do circuito. 

11. Mostre que a corrente estacionária cm um circuito cm série L-R-C quando £ = 1/2 henry, R = 20 
ohms, C = 0,001 farad c E{t) = 100 sen 60/ volts é dada por ip(t) = (4,160) sen (60/ - 0,588). 
í Sugestão: Use o Problema 10.| 


12. Encontre a corrente estacionária em um circuito cm série L-R-C quando £ = 1/2 henry. R = 20 
ohms. C = 0,001 farad c £(/) = 100 sen 60/ + 200 cos 40/. 


13. Encontre a carga no capacitor cm um circuito cm série L-R-C quando £ = 1/2 henry, R = 10 ohms, 
C = 0,01 farad, £(/) = 150 volts. q{ 0) = 1 coulomb c i( 0) = 0 ampère. Qual é a carga no capacitor 
após um longo período dc tempo? 

14. Mostre que se £, R, C c Eo sâo const antes , entào a amplitude da corrente do estado estacionário do 
Exemplo 3 é máxima quando y = 1/V£C. Qual é a amplitude máxima? 

15. Mostre que se £, R. Eo e y sào constantes, então a amplitude da corrente do estado estacionário do 
Exemplo 3 é máxima quando a capacitância for C = l/£y 2 . 

16. Encontre a carga no capacitor e a corrente em um circuito cm série L-C quando L = 0.1 henry, 
C = 0,1 farad £(/) = 100 sen y ' volts. q{0) = 0 coulomb c i(0) = 0 ampère. 

17. Encontre a carga no capacitor e a corrente cm um circuito em série L-C quando £(/) = Eo cos yi. 
q( 0) = qoc í(0) = /o ampèrcs. 

18. No Problema 17, encontre a corrente quando o circuito está em ressonância. 

19. Encontre a equação de movimento que descreve pequenos deslocamentos 0(/) de um pêndulo simples 
de comprimento igual a 2 m solto no instante / = 0 com um deslocamento de 1/2 rad à direita do eixo 
vertical e velocidade angular de 2>/3 m/min para a direita. Calcule a amplitude, o período e a 
freqüência do movimento. 

20. No Problema 19. em qual instante de tempo o pêndulo passa pela posição de equilíbrio ? Quando o 
pêndulo atinge seu deslocamento angular extremo cm cada lado da posição de equilíbrio? 
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Capítulo 5 REVISÃO 


Quando uma massa é alada a uma mola, esta se distende até atingir uma posição em que a força 
restauradora ks da mola se iguala ao peso mg. Qualquer movimento subsequente é então medido 
x unidades acima ou abaixo da posição de equilíbrio. Quando a massa está acima da posição dc 
equilíbrio, adotamos a convenção de que x < 0; quando a massa está abaixo da posição de 
equilíbrio, tomamos x > 0. 

A equação diferencial dc movimento é obtida igualando-a a segunda lei dc Ncwton 
F = ma = m(d 2 x/dr) com a força resultante que age na massa no instante /. Distinguimos três 
casos. 


CASO I A equação 



d 2 x ■> A 
ou — r + ojx = 0 

dt 2 



cm que ar = k/m. descreve o movimento na ausência dc qualquer força dc amortcci- 
mento e também qualquer força externa. A solução para( l)éx(/) = c\ cos (ui + c 2 sen (ut 
e dizemos, neste caso. que a massa está em movimento harmônico simples. As constantes c\ e 
c *2 são determinadas pela posição inicial .*(0) e pela velocidade inicial .v'(0) da massa. 

CASO II Quando uma força dc amortecimento está presente, a equação diferencial 
torna-se 


m = -kx - ou + 2À + w 2 x = 0, (2) 

dr dt dr dt 

em que p > 0, 2A = fi/m e ur = k/m. Dizemos que o movimento resultante é 
superamortecido, criticamente amortecido ou subamortecido dc acordo com 
X 2 - oj 2 > 0, X2 - ar = 0, X 2 - ar < 0. As respectivas soluções para (2) são 
então 


cm que 


x(t) = c,* 1 "*' + c* - * 

m\ = -A + VA 2 - (ü 2 . mi = -X — VA 2 - a) 2 ; 


x(t) = c,e' n,, + c 2 te m '\ 

em que m\ = -A; e 

x(t) = e~ À, (c\ cos Va t 2 - A 2 t + C 2 sen Vcu 2 - A 2 /). 

Em cada caso, a força de amortecimento é responsável pela diminuição do 
deslocamento, tomando-o desprezível após um longo período dc tempo, isto é, 
x — » 0 quando t — > «>. 
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O movimento descrito nos Casos I e II é chamado de movimento livre. 


CASO III Quando uma força externa age no sistema, a equação diferencial torna-se 




dl 


ou 


d~x 

dr 


2 

dt 


+ arx 


+ F(t). 



cm que A c ar são definidos no Caso III. A solução para a equação não-homogênca (3) 
é *(/) = x c + x p . 

Como a função complementar x c contém sempre o fator e~^\ ela será transiente (ou 
transitória); isto é, x c 0 quando t — » ©o. Se F(i) for periódica, então x p será uma 
solução estacionária (ou solução do estado estacionário). 


Na ausência de uma força de amortecimento, uma força periódica impressa pode causar 
grandes amplitudes de vibrações. Se a preferência pela força externa for igual à frcqüência 
üj/2ji das vibrações livres, dizemos que o sistema está cm estado de ressonância pura. 
Nesse caso, as amplitudes de vibrações lomam-se ilimitadas quando / Na presença 
de uma força de amortecimento, amplitudes de movimento oscilatório são sempre 
limitadas. Porém, amplitudes grandes c potcncialmente destrutivas podem ocorrer. 


Quando um circuito cm série contendo um indutor, resistor e capacitor está sob a ação 
de uma força cletromotiva £(/), a equação diferencial resultante para a carga q(t) ou a 
corrente #(/) é muito semelhante à equação (3). Logo, a análise de tais circuitos c u 
mesma descrita acima. 


Capítulo 5 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 456. 

Resolva os Problemas I- 9 sem consultar o texto. Complete os espaços ou responda verdadeiro/falso. 

1. Sc um peso de 10 kg distende uma mola em 2.5 cm. um peso de 32 kg irá distendê-la em cm. 

2. O período do movimento harmônico simples de um peso de 8 kg atado a uma mola cuja constante valo 

6.25 N/m é segundos. 

3. A equação diferencial de um peso em uma mola 6.x" + 16x = 0. Se o peso for solto em t = 0 será I 

m acima da posição de equilíbrio com uma velocidade de 3 m/s para baixo, a amplitude das vibrações 
será m. 

4. Ressonância pura não pode acontecer na presença de uma força dc amortecimento . 

5. Na presença de amortecimento, os deslocamentos de um peso em uma mola irão aproximar-se sempre 

de zero quando t — » °°. 

6. Um peso em uma mola cujo movimento é criticamente amortecido pode passar pela posição de 

equilíbrio duas vezes. , 

7. Em amortecimento crítico, qualquer aumento do amortecimento resultará cm um sistema . 
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8. Quando um movimento harmônico crítico é descrito por x = (V2/2) sen(2/ + ó). o ângulo de fase 

(p é quando .t(0) = - 1/2 e x'(0) = 1. 

9. Uma massa de 0.5 kg atada a uma mola apresenta movimento harmônico simples. Se a frequência das 

oscilações for 3/2 ji vibrações/segundo, a constante da mola será . 

10. Um peso de 1,5 kg distende uma mola em 2 cm. O peso parte de um ponto 25 cm abaixo da posição 
de equilíbrio com uma velocidade de l m/s para cima. 

(a) Encontre a equação que descreve o movimento harmônico simples resultante. 

(b) Qual é a amplitude, o período, e a freqüência do movimento? 

(c) Quando o peso retorna ao ponto localizado 25 cm abaixo da posição de equilíbrio? 

(d) Quando o peso passa pela posição de equilíbrio se dirigindo para cima? E se dirigindo para 
baixo? 

(e) Qual é a velocidade do peso no instante i = 3 jt/ 16 segundos? 

(f) Quando a velocidade é zero? 

11. Uma mola de constante elástica igual a 2 N/m tem uma de suas extremidades fixa c um peso de 0,25 
kg é atado à outra extremidade. O sistema está sobre uma mesa que oferece uma força de atrito igual 
a 3/2 vez a velocidade instantânea. Inicialmente, o peso é deslocado 1/3 m acima da posição dc 
equilíbrio c então solto a partir do repouso. Encontre a equação de movimento se o movimento se dá 
ao longo dc uma reta horizontal que é tida como eixo x. 

12. Um peso de 16 kg distende uma mola em 6 cm. O peso move-se cm um meio que oferece uma força 
de amortecimento igual a fi vezes a velocidade instantânea. Determine os valores dc/? para os quais o 
sistema apresentará movimento oscilatório. 

13. Uma mola com constante k = 2 está imersa em um líquido que oferece uma força de amortecimento 
numericamente igual a 4 vezes a velocidade instantânea. Sc uma massa m é suspensa pela mola. 
determine os valores de m para os quais o movimento livre subseqücnte não é oscilatório. 

14. O movimento vertical de um peso atado a uma mola é descrito pelo problema dc valor inicial 

j^4 + X + x = 0 - *0)-*» *'(0) = 2. 

4 j r dl 


Determine o deslocamento vertical máximo. 


15. 


16. 

17 . 


Um peso de 0,125 kg é atado a uma mola cuja constante vale (8/3) N/m. Uma força periódica igual a 
J{t) = cos yi + sen yt atua no sistema a partir do instante f = 0. Na ausência de amortecimento, para 
qual valor dc y o sistema estará em ressonância pura? 

2X ~ + w~x = A , em que A é uma força constante. 

Um peso de 0, 125 kg é suspenso por uma mola cuja constante vale 3 N/m. O sistema inteiro é imerso 
em um fluido que oferece uma força de amortecimento numericamente igual à velocidade instan- 
tânea. Começando cm / = 0, uma força externa igual a f{i) = e~' age no sistema. Determine a 
equação de movimento se o peso parte do repouso 2 m abaixo da posição de equilíbrio. 


Encontre uma solução particular para 

dt 
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18. (a) Duas molas sâo atadas cm série, como mostrado na Figura 5.30. Ignorando a massa das molas. 

mostre que a constante elástica efetiva k é dada por I /k = I/*, + I /k 2 . 

(b) Um peso de W ncwtons distende uma mola em 1/2 m c distende uma outra em ^ m. As duas 
molas são atadas como na Figura 5.30 e o peso \V é então alado na mola dupla. Supondo o 
movimento livre c sem força de amortecimento, determine a equação de movimento se o peso é 
solto de um ponto localizado l m abaixo da posição de equilíbrio com uma velocidade de (2/3) 
m/s para baixo. 

(c) Mostre que a velocidade máxima do peso é (2/3 W3g + I . 

19. Um circuito em série contém uma indutância L = I henry. uma capacitância C = 10" 4 farad e uma 
força eletromotriz £(/) = 100 sen 50/ volts. Inicialmente, a carga q e a corrente i são nulas. 

(a) Encontre a equação para a carga cm relação ao tempo. 

(b) Encontre a equação para a corrente cm relação ao tempo. 

(c) Encontre os instantes para os quais a carga no capacitor é nula. 

20. Mostre que a corrente i(r) em um circuito em série L-R-C satisfaz a equação diferencial 

♦ *2 + 

em que £'(/) denota a derivada de £(/). 



1 
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ENSAIO 

O Colapso da Ponte Tacoma Narrows 


Gilbert N. Lewis 

Departamento de Matemática e Ciência da Computação 
Michigan Technological University 


C omo pode ser visto na cquaçào (9) e na Figura 5.22 da Seção 5.3, as oscilações no caso de 
ressonância tomam-se muito grandes após um certo período de tempo. Em um sistema 
físico, isso seria catastrófico, pois o aumento contínuo das amplitudes de oscilação quebrariam 
o sistema. Dois exemplos históricos disso já foram dados (as asas de um avião e soldados 
marchando sobre uma ponte). Nesses exemplos, forças periódicas com freqüência igual à 
freqüência natural das estruturas foram impressas na direção das vibrações, ocasionando a 
destruição das estruturas por ressonância. 

Outro exemplo usado até rcccntemcntc para ilustrar o fenômeno de ressonância é o 
colapso da ponte Tacoma Narrows no estado de Washington. A ponte foi aberta ao tráfego no 
verão de 1940. Grandes oscilações da pista foram logo observadas, sempre quando havia vento. 
A ponte passou a ser chamada de “Galloping Gcrtie" (ponte galopante) c tornou-se uma atração 
turística. As pessoas gostavam de observar as vibrações e mesmo dirigir através da ponte em 
uma excitante montanha-russa. Finalmcnte, cm 7 de novembro de 1940, toda a estrutura do vão 
foi fragmentada pelas grandes vibrações e houve o colapso. Veja a Figura 5.31 . 



Figura 5.3 1 


Durante 50 anos, a ressonância foi responsabilizada pelo colapso. Pensava-se que. 
quando o vento soprava horizontal mente, formavam-se vórtices de vento alternados de baixo 
para cima e de cima para baixo, criando então uma força vertical periódica que agia na mesma 
direção da vibração da ponte. Veja a Figura 5.32. Ainda, supunham que a freqüência dessa força 
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periódica era exatamente igual à frcqüência natural da ponte, ocasionando então grande ampli- 
tude de vibrações (veja a equação (9)) e causando a queda ponte. Essa explicação foi (talvez 
erroneamente) atribuída ao notório engenheiro von Karman. Em sua autobiografia, ele explicou 
que o colapso da ponte foi realmente devido aos vórtices de von Karman [4). Porém, em um 
relatório técnico enviado à “Federal Works Agency", ele e seus co-autores concluíram que “é 
pouco provável que ressonância devido a vórtices alternados tenha desempenhado um papel 
importante nas oscilações de pontes suspensas" 1 1 ]. Infelizmente. a ressonância permaneceu 
firme como uma explicação na literatura popular e matemática. 

Ressonância é um fenômeno linear (note a equação diferencial linear (7) da Seção 
5.3). Além do mais, é inteiramente dependente da coincidência da freqüência natural da ponte 
com a freqüência de alguma força externa periódica. Ainda, a ressonância requer absoluta 
ausência de amortecimento no sistema (X = 0 na equação (3) da Seção 5.3). Não é de surpreen- 
der, portanto, que a ressonância não tenha sido o fator dominante no colapso da Ponte Tacoma 
Narrows. 



Figura 5.32 


Se não foi ressonância, então qual é a explicação? Uma pesquisa recente forneceu uma 
explicação alternativa para o colapso da ponte. Lazer e McKenna (veja [3) para obter uma boa 
recapitulação do artigo) argumentam que efeitos não-lineares, e não ressonância linear, foram os 
principais fatores que provocaram grandes oscilações da ponte [2]. Não há dúvida de que o vento 
através da pista proporcionou a força externa que causou o movimento. Essa força poderia 
mesmo se dever parcialmente aos vórtices, como von Karman sugeriu. Porém, interações 
não-lineares entre a ponte e as forças externas são causas mais prováveis para o colapso. 
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Compare a estrutura reforçada 
da ponte Tacoma nessa fotografia, 
mostrando a ponte reconstruída, 
com a estrutura delicada de 1940. 
bem visível nas fotografias da 
página 270. 


Na teoria linear, os cabos agem como uma mola elástica. Assim, o modelo matemático 
leva à equação diferencial linear (3), ou à equação (7) da Seção 5.3, se não há presença de 
amortecimento. Este último caso. em que há ressonância, é a única situação possível na teoria 
linear, em que pequenas forças externas poderiam causar grandes amplitudes de vibrações. 
Como mencionamos antes, esse cenário é pouco provável. 

Por outro lado, efeitos não-lineares podem causar grandes amplitudes de vibrações 
com forças de pequenas amplitudes. Podem também explicar a transição de oscilações unidi- 
mensionais para oscilações transversais (torção), as quais foram as principais responsáveis pelo 
colapso da ponte. 

A idéia básica no modelo de Lazer-McKenna é a seguinte. Quando os cabos verticais 
estão sob tensão (o peso da ponte está puxando-os para baixo), eles agem como uma mola 
elástica, e neste caso a equação diferencial é linear. Porém, quando forças externas provocam 
oscilações na ponte (ventos e possivelmente tremores de terra), os cabos não estarão sempre sob 
tensão, e haverá somente a gravidade atuando. Em outras palavras, o termo da lei de Hooke, 
(k/m)x na equação (2) da Seção 5.3, não estará presente. Essa transição de um tipo de equação 
diferencial linear para outro é uma fonte de não-linearidade. Outras fontes de não-linearidade em 
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pontes suspensas devem scr incluídas no modelo não-linear e não-simétrico ou interações dos 
cabos verticais com os cabos principais ou com as torres de suporte. Essa não-lincaridade é 
combinada pelo fato dc que cabos diferentes podem estar sob tensão em instantes diferentes. O 
resultado dessa não-linearidade, argumentam Lazer e McKenna. podem ser oscilações de gran- 
des amplitudes sob moderadas forças externas. 

Um outro aspecto das equações não-lineares é a imprevisibilidade. Isso pode explicar, 
por exemplo, por que a‘ ponte experimentou oscilações de grande amplitude sob a ação de 
pequenos ventos c ficou perfeitamente estável sob a ação de fortes ventos. 

Como Lazer c McKenna observaram, a teoria não-linear dc pontes suspensas ainda 
não foi complctamcnte desenvolvida. Porém, simulações numéricas do modelo estão dc acordo 
com as observações. Parece que essa abordagem proporcionará explicações mais precisas para o 
colapso da Ponte Tacoma Narrows. 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS COM 
COEFICIENTES VARIÁVEIS 


6.1 Equação de Cauchy-Euler 

6.2 Revisão de Séries de Potências; 
Soluções por Séries de Potências. 

6.3 Soluções cm Torno de Pontos 
Ordinários (não-singularcs) 


6.4 Soluções em Torno de Pontos 
Singulares 

6.5 Duas Equações Especiais 

Capítulo 6 Revisão 

Capítulo 6 Exercícios de Revisão 


Conceitos Importantes 

Equação dc Cauchy-Euler 
Equação auxiliar 
Séries dc potências 
Soluções por séries de potências 
Relação dc recorrência 
Ponto ordinário 
Ponto singular 
Ponto singular regular 
(singularidade regular) 

Ponto singular irregular 
(singularidade irregular) 
Método de Frobcnius 
Equação indiciai 
Raízes indiciais 
Equação de Besscl 
Equação de Bessel paramétrica 
Funções de Bessel 
Equação dc Legendre 
Polinómios de Legendre 


Mté agora temos resolvido equações diferenciais 
lineares de ordem dois ou mais alta somente quando 
estas possuem coeficientes constantes. Em aplicações, 
equações lineares de ordem superior com coeficientes 
não -constantes (variáveis) sâo igualmente importantes, se 
não mais. Por exemplo, se quisermos encontrar a 
temperatura ou o potencial u na região compreendida 
entre duas esferas concêntricas, como mostrado na 
figura, então sob certas circunstâncias temos de resolver 
a equação diferencial. 



Continua 
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Continuação 

em que a variável r > Orepresentaadistânciaradial 
medidaapartirdocentrodasesferas. 

Equações diferenciais com coeficientes 
variáveistaiscomo 

x 2 y" + xy' + (x 2 - v l )y = 0. 

(I - x 2 )y" - 2x/ + n(n + I* = 0. 

e y" - 2xy' + 2ny = 0 

ocorrem em aplicações como problema de potencial, 
distribuição de temperatura e fenômeno vibratório, 
para mecânica quântica. 

Equações com coeficientes variáveis não 
podem ser resolvidas com a mesma facilidade com 
que resolvemos equações diferenciais com 
coeficientes consumes. Na verdade, não podemos 
esperar que a solução, mesmo de uma equação 
simples como y" - 2xy = 0, possa ser expressa em 
termos de funções elementares construídas com 
potências de x, senos, co-senos, logaritmos e 
exponenciais. O melhor que podemos fazer em 
relação à equação y" - 2xy=0 é encontrar uma 
solução na forma de uma série infinita. Porém, há um 
tipo de equação diferencial com coeficientes variáveis, 
chamada equação de Cauchy-Euler, cuja solução geral 
pode sempre ser escrita em termos de funções 
elementares. Começamos este capítulo com essa 
equação. 


6 / EQUAÇÃO DE CAUCHY-EULER 


Qualquer equação diferencial da forma 


fl „x» 


dx" 


IX" 


rn - I. 


dx 


n - I 


+ a\x 


dx 


+ a& = g{x) 
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cm que a, v a n - |, ..., oq são constantes, é chamada de equação de Cauchy-Euler,* ou equação 
eqüidimensional. A característica desse tipo de equação diferencial é que o grau dc cada 
coeficiente monomial coincide com a ordem dc derivação: 





d\ 

dx n 


+ a. 


- xd' 




dx" - y 


Somente para efeitos de discussão, concentraremos nossa atenção na resolução para a 
equação homogênea dc segunda ordem 

+ bx ^ + cy = 0. 
dx 



A solução para equações de ordem superior é análoga. Ainda, podemos resolver a equação 
não-homogênca 



dv 

dx 


+ cy = g(x) 


pelo método da variação dos parâmetros, uma vez determinada a função complementar y c (x). 

Nota O coeficiente de d 2 y/dx 2 é zero para x = 0. Então, para garantir que os resultados 
fundamentais do Teorema 4.1 possam ser aplicados à equação de Cauchy-Eulcr, devemos 
encontrar a solução geral no intervalo (0, «*>). Soluções no intervalo (-<», 0) podem ser obtidas 
substituindo t = -x na equação diferencial. 


Método de Soluções 

Tentaremos uma solução da forma y = x m , em que m deve ser determinado. A primeira e a 
segunda derivadas são, respectivamente, 

Q =rnx m ~ 1 e = m(m - l)r m " 2 . 

dx dx- 


Augustin - Louis Cauchy (1789 - 1857) Nascido em plena revolução francesa, Cauchy foi destinado a 
iniciar uma revolução própria - em matemática. Por suas contribuições originais, mas cspecialmente 
pelo esforço em elucidar confusões matemáticas e sua incessante busca por definições satisfatórias e 
provas rigorosas de teoremas, Cauchy é freqüentemente chamado de “o pai da análise moderna” . Um 
escritor prolífico, Cauchy produziu cerca de 800 artigos em astronomia, física e matemática. Foi ele 
quem desenvolveu o conceito de convergência de uma série infinita e a teoria de funções complexas. A 
mesma mente que era sempre aberta e questiooadora em ciência e matemática, era estreita e conser- 
vadora em muitas outras áreas. Franco e arrogante, Cauchy era impetuoso em relação a questões 
religiosas e políticas. Sua posição nesses assuntos frequentemente o indispunham com seus colegas. 
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Conseqüeniemente, a equação diferencial toma-se 


ax 2 ^4 + bx + cy = ax 2 x m(m - I Jx 7 ” 2 + bx x mx JH ~ 1 + cx m 
dr ax 


= am(m - + bmx m + cx™ 

= x m (an^m - 1) + bm + c). 

Logo, y = x 7 " será uma solução para a equação diferencial quando m for uma solução para a 
equação auxiliar. 

am(m - 1) + bm + c = 0 ou am 2 + (ã - a)m + c = 0. (1) 

Há três casos distintos a serem considerados, dependendo das raízes dessa equação 
quadrática, a saber: raízes reais e distintas, reais e iguais ou complexas. No último caso, as raízes 
são conjugadas. 

CASO I Raízes Reais e Distintas Sejam m\ e m 2 as raízes reais dc (l) com 
m | * m 2 . Então, 

)l = -t'" 1 f >-2 = *" J 

formam um conjunto fundamental dc soluções, c a solução geral é 

y = cix 7 "' + c 2 x^ 


EXEMPLO 1 


Resolva 



- 4 >• = 0 . 


Solução Em vez dc simplesmente memorizar a equação (1), é preferível supor que y = x m 
seja a solução para entender a origem e a diferença entre essa nova forma de equação auxiliar c 
a obtida no Capítulo 4. Derivando duas vezes 




2 


e substituindo na equação diferencial: 


x 1 ^ - 2x Q - 4y = x 2 x m(m - l)x m 
dx L dx 


- 2x x mx m - 1 - 4X 77 ' 


= - I) — 2m - 4) 

= x m (m 2 - 3m - 4) = 0 
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se ui 2 - 3m - 4 = 0. Agora, (ni + 1 )(m - 4) = 0 implica = - 1 e = 4. Logo, 

y = c x x ~ 1 + C 2 * 4 . ■ 

CASO II Raízes Reais e Iguais Se as raízes de (1) são iguais, isto é, nt\ = 
então obtemos somente uma solução, a saber, y = x m '. Quando as raízes da equação 
quadrática am~ + (b - a)m + c = 0 são iguais, o discriminante dos coeficientes c 
necessariamente nulo. Segue-se dessa fórmula quadrática que a raiz é 

m\ = -(b - a)/ la. 

Agora, podemos construir uma segunda solução yi usando (4) da Seção 4.2. Primeiro, 
escrevemos a equação de Cauchy-Euler na forma 

+ c 

dx 1 ax dx ax 2 

e fazemos a identificação P(x) = b/ax. Logo, 


f -J {bUxyt, 


>'2 = JC" 1 J 

r e — 

1 (x m y) 2 ^ 


= X m > 

r -<*/«) In* 
í * 


= x"' 

[ x~ b/a x x-^dx 


= x m > 1 
* 

[ x- b/a x - a>/a dx 

■* a 

= 

4 

f — = x m 'lnx. 

' X 



A solução geral éportanlo 

y = ci* - » + C 2 *™' lnx 


EXEMPLO 2 

4* 2 ^ + &*£ + >• = <). 

di 2 dx 


Resolva 
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Solução A substituição >• = x m implica 

4a- 2 + 8 + y = x m (4m(m - l) + Sm + 1) = x w (4m 2 + 4 m + I) = 0 

dx“ dx 

quando 4 m 2 + 4 m + I = 0 ou ( 2m + I) 2 = 0. Como m\ = - 1/2, a solução geral é 

y = C|.r“ 1/2 + ctx~ 1/2 In x. ■ 

Para equações de ordem superior, se m j for uma raiz de multiplicidade k, então pode 
ser mostrado que 

x"\ x m « ln x, x m '(ln x) 2 x m '(ln x) k ~ 1 

são k soluções linearmente independentes. A solução geral para a equação diferencial deve 
portanto conter uma combinação linear dessas k soluções. 

CASO III Raízes Complexas Conjugadas Sc as raízes dc ( 1 ) são complexas 

m\ = a + ifi, m 2 = a - ifi, 
em que a e/í > 0 são reais, então uma solução é 

y = C,x a * * + C 2 X° * tf. 

Mas, como no caso de equações com coeficientes constantes, quando as raízes da 
equação auxiliar são complexas, queremos escrever a solução em lermos de funções 
reais somente. Notamos a identidade 

,tf = y = ftf >" * 

a qual, pela fórmula de Euler, é o mesmo que 

x$ = cos(fi ln x) + i sen(fi ln x). 

Analogamente, temos 

x~^ = cos(/3 ln x) - / sen0 ln x). 

Somando e substituindo os dois últimos resultados, temos, respectivamente, 

x& + x“^ = 2cos(0 ln x) 
e 

x# - x - ^ = 2i sen(0 ln x). 

Como y = C|x“ + $ + C 2 x“ ~ & é uma solução de ax 2 y" + bxy ' + cy = 0 para 
qualquer valor das constantes C\ eC 2 , vemos que 

y, = xV* + x-h (C, = C 2 = 1) 
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v, = x'\x^ -x-K), (C, = 1. c 2 = -l) 


OU 

y\ = 2x ,x (cos$ In x )) 
yi = 2Jx?(scn(fi In x )) 

são também soluções. Como lV(.r“ cos (fi In x), X a sen (fi In x )) = fix 2 ** " 1 * 0, 
/? > 0, no intervalo (0, «>), concluímos que 

>i = X a coMfi In x) e yi = X a sen(/5 In x) 

constitui um conjunto fundamental de soluções para a equação diferencial. Logo, a 
solução geral é 

y * x"[c| cosífi In x) + c 2 sen(0 ln x)]. 


EXEMPLO 3 

Resolva o problema dc valor inicial 

+ 3x£ + 3>’ = 0, ><l) = 1, /(I) = -5. 

Solução Temos 

x 2 ^4 + 3x^ + 3y = x m (m(rn - I) + 3m + 3) = x m (m 2 + 2m + 3) = 0 
dx L 

quando m 2 + 2m + 3 = 0. Pela fórmula quadrática, encontramos m\ = - 1 + V2í e m 2 = - 1 
- Vfi. Se fizermos as identificações a = - 1 e fi = Vl , veremos por (4) que a solução para a 
equação diferencial é 

y = x~ ‘[q co s(V? In x) + C 2 sen(Vr ln x)]. 

Usando as condições y(\) = 1, /(!) = - 5 na solução acima, encontramos c\ = 1 e 
Q = - 2^2. Logo, a solução para o problema de valor inicial é 

y = x' '(cosíVI In x) - 2<2 sen(V2 ln x)J. 

O gráfico dessa solução, obtido com a ajuda de um computador, está representado na Figura 6. 1 . 
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Figura 6. 1 


EXEMPLO 4 


Resolva a equação üc Cauchy-Eulcr de terceira ordem 


+ 5x 2& + lx d -l + 8> . = 0. 


•y • •> • » ^ I 

dx 3 dx 1 dx 

Solução As três primeiras derivadas de y = x m são 

= mxf 1 ~ *, m(m - l)x m “ 2 , ^ = m(m - 


dx 


dx 2 


dx 


I Km - 2)x 


m - 3 


portanto a equação diferencial dada torna-se 


, 3 í ^ + 5x 2£z + + 8 >- 

dx 3 dx 1 dx 

= j'm(/n - 1 )(m - 2)x m ” 3 + Sx~m(m - 1 )x m ~ 2 
+ Ixm.C " 1 + 8x m 

= x m (m(m - IXm - 2) + 5 m(m - 1) + 7/n + 8) 

= x m (m i + 2m 2 + 4m + 8). 

Nesse caso. vemos que >• = x m será uma solução para a equação diferencial se m for uma raiz da 
equação cúbica 

m 3 + 2 m 2 + 4m + 8 = 0 ou (m + 2)(m 2 + 4) = 0. 
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As raízes são: nt\ = - 2, m 2 = 2 1, mj = - 2i. Logo, a solução geral é 

y = ci*” 2 + c'2 cos(2 ln *) + C3 scn(2 ln *). 


EXEMPLO 5 

Resolva a equação não-homogênea 

x 2 y" - ixy' + 3.v = 2xV. 

Solução A substituição y = x m conduz à equação auxiliar 

m(m -l)-3m + 3= 0 ou (m - 1 Y,m - 3) = 0. 

Logo, y c = c \x + cit 3 . 

Antes de usarmos a variação dos parâmetros para encontrar uma solução particular 
y p = «,y, + uyyi, lembramos que as fórmulas u{ = W\/wtuí =W^/W, em que 


W-, = 


o n 

A*) >í 


. ^ = 


y, 0 

> í Ax) 


c Wé o Wronskiano de y \ c >2. foram deduzidas supondo-se que a equação diferencial tenha sido 
colocada na forma especial y” + P(x)y' + Q(x)y = f[x). Portanto, dividimos a equação dada 
por * 2 , c na equação 


" 2 
* * 


y" - t >* + = 


fazemos a identificação J[x) = lx 2 e x . Agora, com y\ = *, >2 = x* c 


W 


x x J 
I 3* 2 


= 2x\ W, 


0 x 3 

Z*V 3x 2 


- 2x V W, 


x 0 

1 2xV' 


= 2x 3 e* 


encontramos 


u, = - 


2xV 

2x 3 


= -xV c u ,' = 2xV = ^ 


Zr 3 


A integral da última função é imediata, mas no caso de u{, integramos por partes duas vezes. Os 
resultados são 


Logo, 


Ml = -*V r + 2xe t - 2e x e «2 = e x . 
y P = «tfl + «2T2 

= (-x 2 e 2 + 2xe* - 2e x )x + e x x 3 = lx 2 e x - 2xe?. 
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Finalmente, temos y = y c + y p = c\x + t'i3 + 2x 2 e x - 2xe x . ■ 

Método Alternativo de Solução 

Qualquer equação diferencial de Cauchy-Euler pode ser reduzida a uma equação com coeficien- 
tes constantes por meio da substituição x = e 1 . O próximo exemplo ilustra esse método. 


EXEMPLO 6 


Resolva 


x 2 -jr^ + y = In x. 
dx 1 dx ' 

— di? AU t — In ** ff á» miM* llllll 


Solução Com a substituição x = e ! ou t = In x % temos que 

dy dy d t 1 dy 
dx ~ dl dx ~ x dt 


regra da cadeia 




íA(dx 

x dx I dt 


+ 4i[-L 

dt\ r 2 


regra da cadeia c do produto 


* [ dl 2 * J dl [ *2 


>fí&_ 


d r- 


Substituindo na equação diferencial dada e simplificando, obtemos 


4-2^ + v = «. 


Como essa última equação tem coeficientes, sua equação auxiliar é - 2m + 1 = 0, ou 
(m - l) 2 = 0. Logo. obtemos» = Cje' + C 2 /e r . 

Pelo método dos coeficientes indeterminados, tentamos uma solução particular na 
forma y p = A + 5/. Essa suposição conduz a-2 B + A + Bt = t, assim A = 2 c B = 1. 
Usando y = y c + ty, obtemos 

y = c,*' + c 2 re' + 2 + t; 


daí a solução geral para a equação diferencial original no intervalo (0, ») é 


y = c\x + c?x ln x + 2 + ln x. 
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6. 1 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 456. 
Nos Problemas 1-22, resolva a equação diferencial dada. 


1. 

1 

% 

2y = 0 



2. 

4x 2 y" + >• = 0 

3. 

xy" + 

>•' = 0 



4. 

*y" - / = o 

5. 


/ + 4y = 0 



6. 

x 2 y" + 5xy' + 3y = 0 

7. 

* 2 y" - 

3»/ - 2y = 

0 


8. 

x 2 y" + 3xy' - 4y = 0 

9. 

25x 2 y" 

+ 25xy + y 

=: 

0 

10. 

4»*y" + 4xy' - y = 0 

11. 

xV + 

5x/ + 4y = 

0 


12. 

x 2 y" + 8x/ + 6y = 0 

13. 

- 

*/ + 2y = 1 

) 


14. 

x 2 y" - 7xy' + 41y = 0 

15. 

3, 2 ," 

+ 6x/ + y = 

0 


16. 

2»*y" + xy' + y = 0 

17. 

*V" - 

- 6y = 0 



18. 

x J y'" + x/ - y = 0 

19. 

x'& 

-2x 2 &- 

2x 

^ + 8y = 0 

20. 



dx 5 

dx 2 


dx 


«b J <í* 2 d * 

21. 

x — ^ ■ 

t- 6 = 0 



22. 

x 4 ^ + 6x J ^ + 9x 2 ^ 


dx 4 

dx i 




dx 4 d*' 


Nos Problemas 23-26. resolva a equação diferencial dada sujeita às condições iniciais indicadas. 

23. x V' + W = 0, y(l) = 0. /(I) = 4 

24. x 2 y" - 5xy' + 8y = 0. *2) = 32. /( 2) = 0 

25. x 2 y" + x/ + y = 0. ><1) = I. y'(l) = 2 

26. x 2 y" - 3*/ + 4y = 0. ><l) = 5. y'(l) = 3 

Nos Problemas 27 c 28, resolva a equação diferencial dada sujeita âs condições iniciais indicadas. 
[Sugestão: Faça / =-x.l 

27. 4 x 2 y" + y = 0. >•<-!) = 2. >•'(-!) = 4 2*- - 4*/ + 6) = 0. y(-2) 

= 8 . /(- 2 ) = 0 

Resolva os Problemas 29-34, usando variação dos parâmetros. 

29. xy" + y' = x 30. xy” - 4/ = x* 

31. 2x 2 y" + Sx/ + y = x 1 


- X 


32. x 2 y" t 2x/ + 2y = x 4 - e* 
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33. x 2 y" - xy + y = 2x 34. x 2 y" - 2xy' + 2y = x 3 In x 

Nos Problemas 35-40, resolva a equaçào diferencial dada fazendo a substituição x = e . 


35. + 1Qx g + 8>- = x- 

37. xV' - 3 xy' + I3y = 4 + 3x 
39. x 1 /' + 9 xy' - 20y = 5/x 3 


36. x 2 y" — 4 xy' + 6y = ln x 2 

38. 2r>'" - 3*/ - 3> = 1 + 2x + x 1 

40. ,»£ - 3x 2 4 + - 6>' = 3 

<fr 3 <fr 2 

+ In .t 3 


41. Considere duas esferas concêntricas de raios r = a c r = b. a < b, como mostrado na Figura 6.2. A 
temperatura u(r) na região compreendida entre as esferas é determinada pelo problema de valor dc 
fronteira 

r “4 + = 0. u(a ) = Uq. u(b) = u,. 

dr dr 

cm que u^c it\ são constantes. Resolva essa equaçào. 

42. A temperatura no anel circular mostrado na Figura 6.3 é determinada pelo problema de valor dc 
fronteira 

+ Tr = °' U(ü) = 


que uq e U| são constantes. Mostre que 

Uq In (r/b) - u, In (r/a) 
u(r) = 


/ U = tí, 


U = M, 






Figura 6.2 


\ 

u = u, 


Figura 6.3 


Nos Problemas 43-45, resolva a equação diferencial dada. 


43. (x - l) 2 & - 2(x - 1)^ - 4y = 0 


[Sugestão: Faça/ = x - IJ. 


44. (3x + 4 ) 2 y" + I0(3x + 4)/ + 9y = 0 


45. (x + 2)Y + (* + 2)y' + >• = 0 
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6.2 REVISÃO DE SÉRIES DE POTÊNCIAS: 
SOLUÇÕES POR SÉRIES DE POTÊNCIAS 


Revisão de Séries de Potências 

Muitas equações diferenciais com coeficientes variáveis nâo podem ser resolvidas em termos de 
funções elementares. Uma técnica padrão para resolver equações diferenciais lineares de ordem 
superior com coeficientes variáveis é tentar encontrar uma solução na forma de uma série 
infinita. Frequentemente, a solução pode ser encontrada na forma de uma série de potências. For 
causa disso, é importante listar alguns dos fatos mais importantes sobre séries de potências. 
Porém, para uma revisão mais profunda dos conceitos de séries infinitas, você deve consultar um 
texto dc cálculo. 

• Definição de uma Série de Potências Uma série de potências em x - aè uma série 
infinita na forma 


I c„(x - a )-. 

n « 0 

Uma série como essa é também conhecida como uma série de potências centrada em a. 
Por exemplo. 


I 

n = I 


(-D 


n + I 


n 



é uma série de potências em x\ a série é centrada em zero. 

• Convergência Para um valor específico dc x, uma série de potências é uma série de 
constantes. Se a série é igual a uma constante real finita para o x dado, então dizemos que a 
série converge em x. Se a série não converge cm x, dizemos que ela diverge em x. 

• Intervalo de Convergência Toda série de potências tem um intervalo de convergên- 
cia. O intervalo de convergência é o conjunto de todos os números para os quais a série 
converge. 

• Raio de Convergência Todo intervalo dc convergência tem um raio de convergência 
R. Para uma série de potências 0 c nnA x “ à) n t temos somente três possibilidades: 

(i) A série converge somente no seu centro a. Nesse caso. R = 0. 

(ii) A série converge para todo x que satisfaça lx - a\ < R, em que R > 0. A série diverge para 
Lr - al>R. 

(iii) A série converge para todo x. Nesse caso, escrevemos R = ©°. 
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Convergência em um ponto extremo Lembre-se: a desigualdade do valor absoluto 
Lt - a\ < R é equivalente ã-R<x-a<R, ou a - R < x < a + R. Se uma série dc 
potências converge para Ur - a\ < R. em que R > 0, ela pode ou não convergir nos pontos 
extremos do intervalo a-R<x<a + R. A Figura 6.4 mostra quatro possíveis inter- 
valos de convergência. 



(a) [fl-R.a + R] 

A série converge 

nos dois pontos extremos 


(b) (o - R, a + R) 

A série diverge 

nos dois pontos extremos 



(c) - R, a + R) 

A série converge em a - /?, 
diverge em a + R. 


(d) fci-R.fl + R] 

A série diverge cm a-R, 
converge cm a + /?. 


Figura 6.4 


Convergência Absoluta Em seu intervalo de convergência, uma série dc potências 
converge absolutamente. Em outras palavras, para x no intervalo de convergência, a série dc 
valores absolutos « 0 fc n IK* “ fl ) n| converge. 

Determinação do Intervalo de Convergência A convergência dc uma série de 
potências pode freqüentemcnte ser determinada pelo teste da razão 


lim 

n -* ~ 


c n ♦ 1 

c n 



A série será convergente se L < 1. Por esse teste, vemos que o raio de convergência é dado 
por 


R = lim 

n — í » 


c n 

C n + I 



desde que esse limite exista. 
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• Uma Série de Potências Representa uma Função Uma série de potências repre- 
senta uma função 

eo 

A x) = X “ a f = c 0 + - a) + <* 2 (* - a) 2 + cy(x - a) 3 + ... 

n = 0 

cujo domínio é o intervalo de convergência da série. Se a série tiver raio de convergência 
R > 0. então a função f será contínua, diferenciável e integrável no intervalo {a - R. 
a + R). Ainda, fix) e J f{x) dx podem ser calculadas por derivação e integração termo a 
termo: 


f'(x) = c I + 2 c 2 (x - a) + 3cj(x - a) 2 + ... £ nc„(x - a)" 1 

II = I 


J 


JWdx = C + c 0 (a - tf) + Cl 


(X - a) 2 . (X - a) 3 


+ C2 


= c + X 


t» -ar*' 

n + I 


11=0 


Embora o raio dc convergência dessas duas séries seja R, o intervalo dc convergência pode 
ser diferente. Pode-se perder a convergência cm um ponto extremo na derivação termo a 
termo c pode-se obter convergência em um ponto extremo na integração termo a termo. 

• Séries Que São Identicamente Nulas Se „ 0 c n (x - a) n = 0, R > 0 para todo x 
no intervalo dc convergência, então c n = 0 para todo n. 

• Analiticidade em um Ponto Vemos nos curso de cálculo que funções como e x , cos x c 
ln(x - I ) podem ser representadas por séries de potências (desenvolvimento em série dc 
Taylor ou Maclaurin). Dizemos que a função f é analítica no ponto a quando ela pode ser 
representada por uma série de potências em (x - a) com um raio dc convergência positivo. 
A noção dc analiticidade em um ponto será importante nas Seções 6.3 e 6.4. 

• Aritmética de uma Série de Potências Séries dc potências podem ser combinadas 

através das operações de adição, multiplicação e divisão. Os procedimentos para uma série 
de potências são semelhantes à maneira pela qual somamos, multiplicamos ou dividimos 
dois polinómios; isto é. somamos coeficientes das mesmas potências de a, multiplicamos 
termo a termo c usamos a propriedade distributiva para agrupar termos de mesma potência. 
Por exemplo, se a série de potências flx) = _ 0 c„x n e #(a) = = 0 b^c n % forem ambas 

convergentes para IaI < R , então 


A*) + «(-*') = X (c " + bn ^ n 

n = 0 


C 


A x )g( x ) = cob\ + (co^i + c { bo)x + (cob 2 + C\b\ + c 2 bo)x 2 + ... 



Volume I Cap. 6 Equações diferenciais com coeficientes variáveis 


289 


EXEMPLO 1 


Encontre o intervalo dc convergência da série de potências 


(x - 3 Y 


n = 0 


2 n rt 


Solução A série está centrada em 3. Por ( 1 ), o raio de convergência é 


n — * «*» 


2 n n 


A série converge absolutamente para Lv - 31 < 2 ou 1 < x < 5. No ponto extremo x = I, 
verificamos que a série de constantes IT, i ((- 1 f/n) é convergente pelo critério de Leibniz 
(série alternada). No ponto extremo x = 5, verificamos que a série i(l/n) é a série har- 
mônica divergente. Logo, o intervalo de convergência é [I, 5). ■ 


EXEMPLO 2 


Encontre os quatro primeiros termos de uma série de potências em x para e K cos x. 
Solução As séries dc Maclaurin para e x c cos x são, rcspcctivamcnte, 

x 2 x 3 x 4 x 2 x 4 

‘ = ' + * + T + T + 24 + - 6 COS * = 1 - T + 24 + •- 

Multiplicando termo a termo e agrupando os termos de mesma potência, obtemos 
e x cos* = 1 1 + x + 


= l+(l>* + 




+ _L | x 4 

4 24 


a : 3 a : 4 

1 + X 7 ” + ... 

3 O 


No Exemplo 2. o intervalo de convergência das séries de Maclaurin das duas funções 
e x e cos xé(-oo % «>). Conseqüentemente, o intervalo de convergência da série de potências para 
e x cos x è também (- «\ °°). 


EXEMPLO 3 

Encontre os quatro primeiros termos de uma série de potências em x para sec x. 




290 


Equações Diferenciais Cap. 6 Volume 1 


Solução Usaremos a série de Maclaurin de cos x dada no Exemplo 2. Como sec x = 1 /cos x, 
temos 


cos x = 



5x 4 6 Lr 6 

24 + 720 




+ ...) I 




Logo, 


2 4 + 48 


5x^ lx * 
24 360 

Sx 4 5x ò 
24 48 

6lx 6 

720 


sec x = 1 + — 




O intervalo de convergência dessa série é (- tü/2, k/2). Por quê? 



O procedimento ilustrado nos Exemplos 2 e 3 são obviamente enfadonhos. Problemas 
desse tipo podem ser resolvidos através dc um sistema algébrico computacional (SAC) ou 
(CAS)* como o Matemática. Quando você digita o comando: “Séries [Sec[x), {*, 0, 8}]"e 
“enter”, o Matemática imediatamente fornece o resultado obtido em (2). 


EXEMPLO 4 

Escreva = , 2nc„x n 1 + 0 6Cn- ç/I 1 como uma única série. 

Solução Para somar essas séries, é necessário que os índices de adição comecem com o 
mesmo número e que as potências de x em cada série estejam “em fase”, isto é, se uma série 
começa com um múltiplo de, digamos, x à primeira potência, então a outra série deve começar 
também com a mesma potência. Escrevendo 


N.T.: Sigla em inglês: Computer Álgebra System. 
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serie come 




com x para n -2 [ serie começando com x para n = 0 


X 2cn„x n -'+ = 2 x 1 x C|X° + £ 2n Cn x n ~ 1 + £ &V n+l . (3) 

n = I n = 0 n = 2 n = U 

temos ambas as séries do lado direito começando com a 1 . Para obter a mesma indexação, 
devemos analisar os expoentes de x ; fazemos k = n - I na primeira serie c ao mesmo tempo 
k « n + 1 na segunda série. Com isso. o lado direito de (3) toma-sc 

2c, £ 2 (* + iy k * ,x* + X 6c* . ,x*. (4) 

UI * » I 

Lembre-se de que o índice de somatório é uma “variável muda". O fato de que 
k = n - I cm um caso e k = n + I em outro não deve causar nenhuma confusão se você 
tiver cm mente que o importante é o valor do índice. Em ambos os casos, k tem valores 
sucessivos 1. 2. 3, ... para n = 2, 3, 4. ... (pois k = n - 1) e n = 0, 1. 2, ... (pois 
k = n + 1). 

Estamos agora prontos para somar as séries em (4) termo a termo: 

I - 1 + £ 6c^ * 1 = 2c, + X [2(* + 1)0 ♦ I + 6c* _ ,1*». (5) 

n a 1 n = 0 4: 5= I 

Sc você não estiver convencido, então escreva alguns termos cm ambos os lados de (5). ■ 


Solução para uma Equação Diferencial em Séries de Potências 

Vimos na Seção 1.1 que a função y = e x é uma solução explícita para a equação diferencial 
linear de primeira ordem 

&-2xy = 0. (6) 

Substituindo x por a 2 na série de Maclaurin para e x , podemos escrever a solução para (6) como 



Essa última série converge para todos os valores reais de a. Em outras palavras, conhecendo 
previamente a solução, é possível encontrar uma série infinita que seja solução para a equação 
diferencial. 
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Tentaremos agora obter uma solução em série de potências para a equação (6) 
diretamente; o método é semelhante à técnica dos coeficientes indeterminados. 


EXEMPLO 5 

Encontre uma solução para dy/dx - 2xy = 0 na forma de uma série de potências em x. 
Solução Tentamos uma solução para a equação dada na forma 


y = I v". 


n = 0 

propomos a seguinte questão: podemos determinar coeficientes c n tais que a série de potências 
convirja para uma função que satisfaça (6)? Formalmente,* derivamos (7) termo a termo e 
obtemos 


í - I «W* - ' - I «w- - 


n = 0 


n = I 


Note que, como o primeiro termo na primeira série (correspondendo a n = 0) é zero, 
começamos o somatório com n = 1. Usando o último resultado e supondo (7), encontramos 


á-2 cy=Inc/- | -XV/* 1 . 


n » I 


n = 0 


Gostaríamos de somar as duas séries em (8). Com essa finalidade, escrevemos 


% - *y = i x c,*° + £ *cjr - 1 - £ 2 n c n x n ♦ 1 


n = 2 


n = 0 


e então procedemos como no Exemplo 4, fazendo k = n - 1 na primeira série e k = n + 1 na 
segunda. O lado direito de (8) toma-se 


*1 + £ (* + 1>Q + \* k - X 2c * - »**- 


k = I 


k = I 


Depois, somamos as séries termo a termo. Segue-se que 


^ - 2ry = c, + £ K* + I)c* + I - 2c* _ lí** = 0- 


A = I 

* No momento, não conhecemos o intervalo dc convergência. 


( 10 ) 
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Então, para termos (10) identicamente nulo, é necessário que os coeficientes satisfaçam 

C| = 0 e (k + I)c* + I - 2c* _ I = 0. k = I. 2. 3 


( 11 ) 


A equação (II) proporciona uma relação de recorrência que determina c*. Como 
£+ 1*0 para todos os valores de k, podemos escrever (II) como 


c* + I 


2c t - i 
k + I 


( 12 ) 


Iterando essa última fórmula, temos 


k = I. 


C 2 = 2*0 = <0 


k = 2. 


cj = |ci = 0 


k = 3, 


k = 4, 


k = 5. 


C 4 = ^ C2 = j £ '0 = yf co 
CS = fcj = 0 


2 


3 x 2! 


3!*° 


k = 6. 


k = 7. 


7 CS 




e assim por diante. Logo, a partir da suposição original (7), encontramos 


y = X = c o + c\x + c 2 x 2 + cyx y + c*x 4 + c$x 5 + ... 


n = 0 


c 0 + 0 + cor 2 + 0 Y\ c o* 4 + 0 + Jí c o* 6 + 0 + 


■i 


1 + + 


± x U± iX > + .,] = c 0 i% 

J n = 0 


( 13 ) 


Como a iteração de (12) deixa cq completamente indeterminado, encontramos de fato a solução 
geral para (6). ■ 
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A equação diferencial do Exemplo 5, como a equação diferencial do exemplo 
seguinte, pode ser facilmente resolvida pelos métodos anteriores. O propósito desses dois 
exemplos é preparar você para as técnicas empregadas nas Seções 6.3 c 6.4. 


EXEMPLO 6 

Encontre soluções para 4 y" + y = 0 na forma de série de potências em x. 
Solução Sc >• = £ „ = o CnX n então, 

/ = X " Cn x" - 1 = X "V* ~ 1 

n = 0 n = I 

e y" = X - 0^ * 2 = X «<« - ***** • 2 - 

« = I n * 2 

Substituindo as expressões para y" e >•' na equação diferencial, obtemos 

4y" + y = X Mn - I )c^ n * 2 + X V". 

/» * 2 n = 0 


ambas as séries começam com 


Fazendo* = n - 2 na primeira série e k = n na segunda, temos (após trocarmos, por sua vez, 
n = k + 2cn = k) 

4y" + y = X + 2)(* + i)c* + 2X* + X V 4 

* = 0 k - 0 


= X MÊ + 2 X* + l)c* + 2 + **]«* = 0. 
* = 0 

Dessa última identidade, concluímos que 

4(* - 2XA: + l)c k + 2 + c k = 0 


ou 


Q + 2 = 




4(k + 2Xk + 1) 


A: = 0, 1, 2, ... 
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Da iteração dessa relação de recorrência, segue-se que 


c “ C ° 


co 

" 4x2x1 


2 2 x 2! 

c " Cl 


C| 

4x3x2 


2 2 x 3! 

“ c 2 


co 

4x4x3 


2 4 x 4! 



C| 

4x5x4 


2 4 x 5! 

"C 4 


co 

6 4x6x5 


2 6 x 6! 

c “ C5 


Cl 

4x7x6 


2 6 x 7! 


e assim por diante. Essa iteração deixa q> e c\ arbitrários. Da suposição original, lemos que 
y = cq +C|* +C 2 * 2 +cy : 3 +C 4* 4 +c$x 5 +Cfr * 6 +C 7 X 7 + ... 


ou 


c 0 2 

C0+C| *-^' 


>• = C 0 1 - 


C ' r 3 . 

C ° r 4 1 C ' r S 

CO 

" - X *r 

2 2 x 3! 

2 4 x4! 2 4 x 5! 

2 6 x 6 ! 

1 X 2 1 

1 r 4 1 6 


2 2 x 2 ! 

2 4 x4! 2 6 x 6 ! 


I r 3 

, » J 1 

v 7 

2 2 x 3! 

2 4 x5!~ 2 6 x7! 

X T •• 


2” x 7! 


] 


é a solução geral. Quando as séries são escritas com notação de somatório, 


}’|W = <-Q X 


(-oV 
o {2A)! l 


r 


e y 2 (x) = 2c| £ 


_tJÍ_(í' ak + 
(2 k + 1)! I 2 


I 


o leste da razão pode ser aplicado para mostrar que ambas as séries convergem para todo 
x. Você também deve reconhecer as séries de Maclaurin como yi(x) = cqCos{x/2) e 
? 2 to = 2c | se n(jc/ 2 ). ■ 



6.2 EXERCÍCIOS 

6 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 456 e 457. 

Nos Problemas 1-10. encontre o intervalo de convergência das séries de potências dadas. 

\ 

*• I ( " 


n => 1 

n a 1 

3- Í p 

4 - I p 

k = t 

krn 0 

, ^ {X - 3) n 

£ £ c* ^j) n 

n ■ 1 

n « 1 1 

°* . # .í 

I 

i r» ("0 /_ c \k 

O V ^ ^ # 4 vi 

7 - ^ ,o* ( "" S) 

- * 

k * 1 


oo 

9. £ *!2*JC* 

»«• I 

* - 0 

k - 0 * 

Nos Problemas 11-20. encontre os quatro primeiros termos de uma série de potências em x para a função 
dada. Calcule a série ã mão ou use um SAC como ensinado. 

11. e n senx 

12. cos x 

13. sen* cosx 

14. € x imi - x) 

3 5 7 

\ 2 ( 2 4 6 \2 

15. x - — + — :j- + .. 

•) 16 ( 1 “ T + T “ T + ■••) 

17. Igx 

18. ! 

f‘ + e"‘ 

19. T ! - 

20. -7 -! ™ 

2 4 6 

>-T + T-T + - 

r 2 r 4 r 6 

*-t + T-T + - 

1 

Nos Problemas 21-30, resolva cada equação diferencial da maneira dos capítulos anteriores e então 

compare os resultados com as 

soluções obtidas através de séries de potências y = _ o v". 

21. /+ y = 0 

22. / = 2>* 

23. /- x 2 y = 0 

24. /+ x 3 y = 0 

25. (1 - x)/- >• = 0 

26. (1 + x)/- 2y = 0 
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27. >" + >* = 0 
29. f = / 

6.3 SOLUÇÕES EM TORNO DE PONTOS ORDINÁRIOS 
(NÃO-SINGULARES) 

Suponha que a equação diferencial linear de segunda ordem 



“l(x)y" + a\{x)y' + arf,x)y = 0 

(d 

seja escrita da seguinte forma. 



>•" + P(x)y' + Q(x)y = 0 

(2) 

Definimos. 



DEFINIÇÃO 6.1 

Pontos Singulares e Ordinários 



Dizemos que um ponto xq é um ponto ordinário ou não-singular da equação diferencial (I) sc 
P(x) c Q(x) são analíticas* cm x 0 . Um ponto que não 6 um ordinário é considerado como um ponto 
singular da equação. 


28. y" ->• = 0 

30. 2v" + >•' = 0 


EXEMPLO 1 

Todo ponto x é um ponto ordinário da equação 


JT + (e x )y‘ + (sen x)y = 0. 
Em particular, x = 0 é um ponto ordinário, pois 



e 


sen.r = x 



convergem para todo valor de x. 


EXEMPLO 2 

A equação diferencial xy" + (sen.r)>’ = 0 possui um ponto ordinário em x = 0, pois pode ser 
mostrado que Q(x) = (sen x)/x tem o desenvolvimento cm série de potências 

* 2 x 6 

ew = 1 - 3Í + - ,7 ... 


* 


Veja as páginas 287-288. 
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que converge para todos os valores de x. 


EXEMPLO 3 

O ponto .t = 0 é um ponto singular da equação >•" + (In x)y = 0 porque Q(x) = In.t não pode 
ser desenvolvido em série de potências centrada emx = 0. ■ 

Coeficientes Polinomiais 

Iremos nos preocupar principalmcnte com o caso em que (I) tem coeficientes polinomiais. 
Como conscqüência da Definição 6.1, observamos que, quando ai(x), <i|(.v) e «oM são 
polinómios sem fatores comuns, um ponto x = Xq é 

(i) um ponto ordinário se « 2 (^ 0 ) * 0 ou 

(II) um ponto singular se Onfa)) = 


EXEMPLO 4 

(a) Os pontos singulares da equação (x“ - l)y" + 2xy + 6y = 0 são as raizes de x 2 - I = 0 ou 
x = ± l. Todos os outros pontos são ordinários. 

(b) Pontos singulares não são necessariamente números reais. As raízes dc x 2 + 1 = 0. a saber, x = ± i. 

são pontos singulares da equação ( x 2 + 1 )y" + xy - >• = 0. Todos os outros pontos, reais ou 
complexos, são pontos ordinários. I 


EXEMPLO 5 

A equação de Cauchy-Euler ax^y” + bxy' + cy = 0, em que a. b e c são constantes, tem um 
ponto singular cmx = 0. Todos os outros pontos, reais ou complexos, são ordinários. ■ 

Para nossos propósitos, pontos ordinários e pontos singulares serão finitos. É possível 
que uma equação diferencial tenha, digamos, um ponto singular no infinito. (Veja o Problema 
40, Exercícios 6.4.) 

Enunciamos o seguinte teorema sobre existência de soluções em série de potências 
sem demonstração. 
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TEOREMA 6. 1 Existência de Soluções em Série de Potências 

Se x = -to for um ponto ordinário da equação diferencial (2), podemos sempre encontrar duas 
soluções linearmente independentes na forma de série de potências centrada em * 0 : 

y = X c n (x - x 0 y. O) 

n = 0 

A série converge para uma solução em U - xrf < R, cm que Ré a distância do ponto .to ao ponto 
singular mais próximo (real ou complexo). 


Uma solução para uma equação diferencial na forma dada cm (3) c uma solução em 
torno do ponto ordinário .q>, ou em uma vizinhança do ponto xq. A distância R dada no Teorema 
6.1 é o valor mínimo do raio de convergência. Uma equação diferencial pode ter um ponto 
singular e ainda uma solução válida para todo x, por exemplo, a equação diferencial pode ter 
como solução um polinómio. 

Para resolver uma equação linear de segunda ordem como em (2), encontramos duas 
scqücncias de coeficientes c n para termos duas séries de potências distintas yjCr) c yz(x), ambas 
desenvolvidas cm torno do mesmo ponto ordinário xo- O procedimento usado para resolver uma 
equação de segunda ordem é o mesmo do Exemplo 6 da Seção 6.2; isto é. supomos uma solução 
na forma de série de potências y = I£ m 0 c n (x - c então determinamos os coeficientes. A 
solução geral para a equação diferencial éy = C|>’|(xr) + de fato, pode ser mostrado que 

C | * co e C 2 = c\ % em que cq e c\ são arbitrários. 

Nota Por uma questão de simplicidade, supomos que um ponto ordinário esteja sempre 
localizado na origem x = 0. pois, caso contrário, a substituição / = x - xq traduz o valor 
x = xq para t = 0. 


EXEMPLO 6 

Resolva y" - 2xy = 0. 

Solução Vemos que x = 0 é um ponto ordinário da equação. Como não há pontos singulares, 
o Teorema 6. 1 garante duas soluções na forma de série de potências >• = e 0 c ft x n convergente 
cm UI < 00 . Escrevemos 


/ = X nc n e " 1 = X "W" " 1 

n = 0 n = l 

OO OO 

>•" = X n l n ” ” 2 = X - I }CnX n ” 2 . 

n = 2 


n = I 
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em que usamos o fato de que o primeiro termo de cada série, correspondendo an = Oen = l, 
respectivamente, é zero. Portanto, 


y" -2xy= X «(« - Ov" ' 2 - 1 2 cy 


n = 2 


n =0 


= 2 x 1 c 2 x° + X ~ " 2 ~ X ^ 


n + I 


n = 3 


n =0 


ambas as séries começam com x 


Fazendo k = n - 2 na primeira série e A: = n + 1 na segunda, temos 


/' - 2-7 = 2*2 + X + 2 X* + De* + 2** - X ^ - i** 


k = I 


* = I 


2c 2 + X K* + 2K* + l)c* t 2 - 2c* _ ,Jx* = 0. 


k = I 


Assim, 


2c 2 = 0 e (* + 2XA: + \)c k + 2 - 2c* . , = 0. 


A última expressão é o mesmo que 


_ 2c k - | 

C * + 2 (* + 2K*+l)’ 


= I. 2, 3, 


C] = 


2*0 

3x2 


c 4 = 


4x3 




Có 6x5 6 x 5 x 3 x 2 C ° 


7 7x6 7 x 6 x 4 x 3 C| 


A iteração nos dá 
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2c-5 

Cu = 

8x7 


2c 6 

c 9 = 

9x8 



c 10 = 

10 x 9 


2c$ 

C 11 = 

11 x 10 


= 0 


c assim por diante. Deve ficar claro que co c c\ são 

y = to + c\x + C2X 2 + c>r 3 + C4X 4 + C5X 5 + CfiX 6 + C7X 7 + c$x 8 
+ c^r 9 + C|ox ,0 + cn* 11 + ... 

= C ° + C|X + ° + ISã**’ + *h C ' xU ° + 6 x 5x3 x 2 C(>t< 

+ 7 x 6 x 4 x 3 C}X + ° + 9x8x6x5x3x2 <(>l 


+ 10x9 x7 x6x4 x 3 Cl * ,0+ ° + 


A 


1 + — — X 3 + X 6 + 

3x2 6 x 5 x 3 x 2 9x8x6x5x3x2 


x 9 + ... 


+ C| [ I + 4 x3 * + 7x6x4x3' t + 10x9x7x6x4x3* + ” * 

Embora o padrão dos coeficientes no Exemplo 6 seja claro, algumas vezes é útil 
escrever as soluções com a notação de somatório. Usando as propriedades do fatorial, podemos 
escrever 

. ^ 2*11x4x7. ..(3* - 2» ^ 

1 + X 55 «“ 

k = I 

" 2*[2x5 x 8 ... (3t - i)] , t+ , 

e jiA = c, , + S * • 


Nessa forma, o teste da razão pode ser usado para mostrar que cada série converge para todo 
W< 00 real. 
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EXEMPLO 7 


Resolva 


(x 1 + I )y" + xy' - y = 0. 


Solução Como os pontos singulares são x = ± i, uma solução em série de potências será 
convergente pelo menos para W < 1.* Supondo, y = 0 c„x n temos 


(X 1 + D X ' 2 + 1 I nC "*" ' 1 - X c „x' 


n = 2 


n = I 


n = 0 


= X n(n - l)c^r” + X n(n - l)c„x 


rt - 2 


n = 2 


n = 2 


+ X «v" - X v» 

n = I n = 0 


= 2C2X°— CO* 0 + 6c>* + C|X - Ci* + £ w(w - l)c„x" 

n = 2 


+ Z n ( n “ 2 + X "V* “ Z ‘W** 


n = 4 


/I = 2 rt a 2 


= 2c 2 - c 0 + 6c 3X 


+ X [*(* - «** + (* + 2Xk + IV* ♦ 2 + *<•* - c*]x* 
* = 2 

= 2c 2 - cq + 6c>x 


+ X K* + IX* - l)c* + (* + 2X* + 1 )c* + d** = 0. 

k = 2 


O módulo ou magnitude do número complexo x = i é Ld = 1. Se x = a + bi for um ponto singular, 
então Ld = Va 2 + b 2 . Veja Apêndice IV. 
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Logo, 


2c 2 - cq = 0 

c 3 = 0 

(* + IX* - 1 )c k + <* + 2 X* + l)c A . + 2 = 0 


ou após dividir por (* + 2X* + 1 ), 


c i = j c ° 
c 3 = 0 

C * + 2 = *T2 C *’ i = 2 - 3 - 4 - 


Iteração dessa última fórmula proporciona 


C4 = ’4 C2 = "2^4 C0 


?2! 


c 5 = - - c 3 = 0 


c 6 = “ 


c? = - 


c 8 = - 


6 C4 2 x 4 x 6 C ° 

f C 5 = ° 


1x3 


2 3 3! 


8 C6 


3x5 / 

2 x4x6x 8 


1x3x5 

2 4 4! 


c 9 = - 


9 C 7 


7 3x5x7 I x3x5x7 

C| ° “ TÕ C8 “ 2x4x6x8xlO C ° _ 2 S 5! C ° 


e assim por diante. Portanto, 

y = cq + cj* + c 2 * 2 + cy? + + c$x 5 + c&x 6 + C7* 7 + c 8 x 8 + 


1 ? 1 4 1x3 A 1x3x5 8 1 x 3 x 5 x7 , 0 1 

= c\x +■ cn 1 +-r — —x* + —z — x° ~z x 6 + « x lu - ... . 

2 2 2 2! 2 Z 3! 2 4 4! 2 S 5! J 
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EXEMPLO 8 

Se procuramos uma solução y = 2^ , 0 para a equação 

y" - 0 + x)y = 0, 

obiemos c 2 = cq/2 e a relação dc recorrência 

c* + et - | 

Ck * 2 = (k + m + 2)' k = 1,2,3 

Para simplificar a iteração, podemos primeiro escolher Co * 0, cj = 0; isso produz uma solução. A 
outra solução é obtida escolhendo cq = 0. c\ * 0. Com a primeira escolha, encontramos 

_ 1 

c 2 = 2 C ° 

C\ + Cp Cq \ 

c ^ 2x3 2x3 6 C ° 

m c 2 +C\ _ CQ _ J_ 

4 3x4 2 x 3 x 4 ~ 24 C(í 

_ c z + ei _ co r i n _ j_ 

C5 4x5 4 x 5[2x3 2j 30 * 

e assim por diante. Daí, uma solução é 

= c °[ 1 + 2 ^ + 6* 3 + + M** + - } 

Analogamente, se escolhemos c<j = 0, então 

c 2 = 0 

c ( + c 0 c, 1 

2x3 2x3 6 C| 

c 2 + c, c, i 

C4 3 x 4 3 x 4 12 C * 
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CS = 


c 2 


4x5 


2 x 3x 4 x 5 120 


e assim por diante. Logo, uma outra solução é 


y 2 (x) = c, x + i* 3 + x a 


+ TTXX 5 + 


120 


} 


Cada série converge para todos os valores de x. 


Coeficientes Não-polinomiais 

O próximo exemplo ilustra como encontrar uma solução, em série de potências, para uma 
equação diferencial em torno de um ponto ordinário quando seus coeficientes não são 
polinómios. Nesse exemplo, vemos uma aplicação de multiplicação de duas séries de potências 
que foi discutida na Seção 6.2. 


EXEMPLO 9 


Resolva 


y" + (cos x)y = 0. 


x 2 . x 4 X 6 


Solução Como cosx = 1 - -j* + - — + ..., vemos que x = 0 é um ponto ordinário. Su- 
pondo então y = 0 ^".ternos 


y" + (cos x)y = £ n(n - 1 )c n x n ~ 2 + í 1 - ^ - ... j 

n = 2 ' 'n = 0 


(2 c 2 + 6c 3 + ! 2 c 4 * 2 + 20cjx 3 + ...) 


[ 1 \ + 24 -] (C0 


+ C\X + C2X 2 + CjX 3 + ...) 


= 2c 2 + c 0 + (6c 3 + c|)x + ^ 12 c 4 +c 3 

Como devemos ter a última linha identicamente nula, então 

2c 2 + cq = 0 
6c 3 + C| = 0 
12c 4 + C2 ” 2 c ° = 0 
20c 5 + cj - |c, = 0 


I c 0 y ^ 20c 5 +c 3 - j ci y + 


.106 
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e assim por diante. Como cq e c\ são arbitrárias, encontramos 

yiM = c 0 j^ 1 - ^ X 2 + -j^x 4 - ...j e y 2 (x) = c^x - |x 3 + ~x 5 - ...j. 

Como a equação diferencial não tem pontos singulares, ambas as séries convergem para todos os 
valores de x. ■ 


- •••} 


6.3 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão página 457. 

Nos Problemas 1-14, para cada equação diferencial, encontre duas soluções em série de potências 
lincarmente independentes em tomo do ponto ordinário x = 0. 


1. /' = XV 

3. y" - Ixy 1 + y = 0 
5. y" + x 2 / + xy = 0 
7. (x - 1)/' + / = 0 
9. (x 2 - l)y" + 4xy' + 2y = 0 
11. (x 2 + 2)y" + 3xy' - y = 0 
13. y" - (x + D>'” - y = 0 


2. >•" + x 2 y = 0 
4. y" - xy' + 2v = 0 
6 . y" - 2xy' + 2y = 0 
8. (x + 2 )>•" + xy' - y = 0 
10. (x 2 + l)y" - 6*y = 0 
12. (x 2 + !)>•" + xy' - y = 0 

14. y" - xy ' - (x + 2)y = 0 


Nos Problemas 15-18. use o método de série de potências para resolver a equação diferencial dada sujeita 
às condições iniciais indicadas. 


15. (x - l)y" - xy' + y = 0. ,<0) 
= -2. y'(0) = 6 


16. (x + l)y" - (2 - x)y' + y = 0. y(0) 
= 2. y'(0) = - I 


17. y" - 2xy' + 8y = 0. v<0) = 3. y'(0) = 0 18. (x 2 +1 )y" + 2xy' = 0. ><0) = 0. y'(0) = 1 

Nos Problemas 19-22. use o procedimento ilustrado no Exemplo 9 para encontrar duas soluções, em série 
de potências, para a equação diferencial dada em tomo do ponto ordinário x = 0. 


19. y"+ (sen x)y = 0 


20. xy " + (sen x)y = 0 
[Sugerido: Veja Exemplo 2.1 


21. y" + e~ x y = 0 


22. y" + e x y' - y = 0 


Nos Problemas 23 e 24, use o método de série de potências para resolver a equação não-homogênea. 
23. y" - xy = 1 24. y" - 4xy' - 4y = e x 
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25. A equação diferencial y" - 2xy + 2 ny = 0 é conhecida como equação de Hermite.* Quando 
n > 0 é um inteiro, a equação de Hermite apresenta uma solução polinomial. Os polinómios de 
Hermite têm alguma importância no estudo de mecânica quântica. Obtenha as soluções polinomiais 
correspondentes a n = I c n = 2. 

26. Na análise de uma coluna fina e uniforme de altura L que se curva sob a ação do próprio peso. 
encontramos o seguinte problema de valor de contorno: 

6 * f/ (t - 00 = °- 0(O) = °' °‘ (L) = 0 

Aqui, E é o método de Young. / é o momento dc inércia da seção transversal, ò, a densidade linear, x 
a distância medida ao longo da coluna c 0(r). a deflexão angular da coluna cm relação à vertical cm 
um ponto P(x). Veja a Figura 6.5. Obtenha uma solução cm série de potências para a equação 
diferencial que satisfaça a condição 6\L) = 0. Por conveniência, defina X~ = ôglSEI c faça a 
mudança de variável / = L - x. 


Figura 6.5 


6.4 SOLUÇÕES EM TORNO DE PONTOS SINGULARES 


6.4. 1 Pontos Singulares Regulares: Método de Frobenius - Caso I 

Vimos na seção precedente que não há problema algum para encontrar uma solução em série de 
potências para 

<*2(x)y'" + «|to/ + a Q (x)y = 0 (I) 

em torno de um ponto ordinário x = xq. Porém, se x = xq for um ponto singular, nem sempre é 
possível encontrar uma solução na forma de uma série de potências. Mas podemos tentar 
encontrar uma solução na forma y = = 0 c n (x - xçf 1 * r , em que r é uma constante a ser 

determinada. 


* 



Denominação dada em homenagem ao matemático francês Charles Hermite (1822-1901 ). 
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Pontos Singulares Regulares e Irregulares 

Pontos singulares são classificados como regulares ou irregulares. Para definir esse conceito, 
colocamos novamente (1) na forma padrão 

y" + /W + Gtoy = o. (2) 


DEFINIÇÃO 6.2 Pontos Singulares Regulares e Irregulares 

Dizemos que um ponto singular x = xq da equação (1) é um ponto singular regular (ou singulari- 
dade regular) se (x - xq)P{x) e (x - xq?Q(x) são analíticas em xq. Um ponto singular que não é 
regular é chamado de ponto singular irregular (ou singularidade irregular) da equação. 


Coeficientes Polinomiais 

No caso cm que os coeficientes de (I) são polinomiais sem fatores comuns, a Definição 6.2 é 
equivalente ao seguinte. 

Seja a 2 (*o) = 0. Reduza ci\(x)/ai(x) c (i^xVaiW aos menores termos para formar 
P(x) c rcspcctivamente. Se o fator (x - xq) aparecer no denominador de P(x) 
com multiplicidade menor ou igual a 1 e no denominador de Q(x) com multiplicidade 
menor ou igual a 2, então x = x<> será um ponto singular regular. 


EXEMPLO 1 

Os pontos x = -2cx = 2 são singulares da equação 

(x 2 _ 4 fy" + (x - 2)y' + y = 0 . 

Dividindo a equação por (x 2 - 4) 2 = (x - 2) 2 (x + 2) 2 , encontramos 

P(X) = T e Oix) = J r- 

(x - 2XX + 2) 2 (X - 2 ) 2 (x + 2) 2 

Agora testamos P(x) e Q{x) cm cada ponto singular. 

Para que x = - 2 seja uma singularidade regular, a multiplicidade do fator x + 2 no 
denominador de P(x) tem de ser menor ou igual a 1 e no denominador de (2(x), menor ou igual a 
2. Inspecionando P(x) e g(x), vemos que a primeira condição não é satisfeita. Concluímos então 
que x = - 2 é um ponto singular irregular. 

Para que x = 2 seja uma singularidade regular, a multiplicidade do fator x - 2 no 
denominador de P(x) tem de ser no máximo 1 e no denominador de Q(x) t no máximo 2. 
Verificamos que essas condições são satisfeitas. Logo, x = 2 é uma singularidade regular. H 
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EXEMPLO 2 

Tanto x = 0 quanto x = - I são pontos singulares da equação diferencial 

x\x + 1 )V' + (x 1 - 1)/ + 2y = 0 . 


Inspecionando 


«*> = zi 


x - I 


X-(X + I ) 


e Q(x) = - 


x\x + I) 2 


vemos que x = 0 é uma singularidade irregular, pois a multiplicidade do fator (a 
denominador de P(x) é 2. Note, porém, que x = - I é uma singularidade regular. 


- 0) no 


EXEMPLO 3 

(a) x = 1 e x = - 1 são pontos singulares regulares de 

(I - x l )y" - 2 xy' + 30y = 0. 


(b) x = () é um ponto singular irregular de 

x 3 /' - 2xy' + 5>* 


= 0 


pois 


Q(X) = 4 


(c) x = 0 é um ponto singular regular de 


pois 


xy " - 2X}’' + 5y = 0 


/>(x) = -2 e Q(x) = j 


Na parte (c) do Exemplo 3 note que (x - 0) e (x - O) 2 nem mesmo aparecem nos 
denominadores de P(x) c g(x), respectivamente. Lembre-se: esses fatores podem aparecer no 
máximo dessa maneira. Para um ponto singular x = xft, qualquer potência não negativa de 
(x - xq) menor que um (a saber, zero) e potência não negativa menor que dois (a saber, zero e 
um) nos denominadores de P(x) e 0(x), respectivamente, implicam xq um ponto singular regular. 

Ainda, lembre-se de que pontos singulares podem ser números complexos. Deve 
ficar claro que x = 3# e x = - 3i são singularidades regulares da equação (x 2 + 9)> ,// - 
- 3x>-' + ( I - x)> = 0, pois 


P(X) = 


- 3x 


(x - 3 fXx + 3 1 ) 


e Q(x) = 


1 - x 


(x - 3iXx + 3i) 
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EXEMPLO 4 

Podemos mostrar, a partir da discussão sobre a equação de Cauchy-Euler feita na Seção 6.1, que 
>'l = x 2 e >'2 = x 2 In x são soluções para a equação x 2 >" - 3 xy' + Ay = 0 no intervalo (0, °o). 
Se o procedimento do Teorema 6. 1 fosse seguido, isto é, se tentássemos encontrar uma solução 
na forma de uma série de potências centrada na singularidade regular x = 0, obteríamos somente 
a solução y\ = x 2 . O fato de não obtermos a segunda solução não é surpresa, visto que ln x não 
possui desenvolvimento em série de Taylor em uma vizinhança de zero. ■ 

EXEMPLO 5 

A equação diferencial 6x 2 y" + 5x/ + (x 2 - l)y = 0 tem um ponto singular regular cm x = 0, 
mas não possui solução alguma em série de potências. Pelo procedimento que consideraremos 
agora, pode ser mostrado, porém, que existem duas soluções em série na forma 

OO QO 

y = I V" + 1/2 e >• = I c n x" - W ■ 

n = 0 n ■ 0 

Método de Frobenius 

Para resolver uma equação diferencial como (1) em tomo de uma singularidade regular, empre- 
gamos o seguinte teorema devido a Frobenius.* 

TEOREMA 6.2 Teorema de Frobenius 

Sc x = xq for um ponto singular da equação 1 . então existe pelo menos uma solução em série na forma 

OO OO 

y = (* - *o) r £ c »<* - V - Z c ^ x ~ *o> n + r . (3) 

n = 0 n = 0 

cm que o número r é uma constante a ser determinada. A série convergirá pelo menos cm algum 
intervalo 0 < x - xq < R. 

Observe as palavras “pelo mcnos“ no Teorema 6.2. Isso significa que, em contraste 
com o Teorema 6.1, não podemos garantir duas soluções na forma indicada. O método de 
Frobenius consiste em identificar uma singularidade regular xq. substituir y dado em (3) na 
equação diferencial e determinar o expoente r e os coeficientes c n . 

* Ferdinand Georg Frobenius (1848-1917) Embora a idéia básica desse método já aparecesse com 
Euler tempos antes, o matemático alemão Ferdinand Frobenius foi o primeiro a provar o resultado, 
publicado em 1878. Frobenius deu muitas contribuições na área de análise, mas seu nome aparece 
mais nos textos de álgebra abstrata do que nos textos de equações diferenciais. Suas contribuições 
mais significativas em matemática foram em teoria de grupo. 
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Como na seção precedente, por questão de simplicidade, vamos sempre supor xq = 0. 


EXEMPLO 6 

Como x = 0 é uma singularidade regular da equação diferencial 

3x/' + /->• = 0, (4) 

tentamos uma solução na forma 

y = I c,*" + r - 

n b 0 

Agora, y' = £ (" + r)c„x n 

n b 0 

y" = £ (n + rXn + r - Dc„x" * r ~ 2 


daí ixy" + y' - y = 3 £ (n + r^n +r - l)c.x' 

n « 0 


♦ r- I 


+ + r]c n x" + 1 - + r 

n = 0 n = 0 


S (" + rX3n + 3r - 2*„x" + " 1 - £ c„r" + f 

n b 0 n b 0 


= X 


r(3r - 2)cqx 1 + ]T (n + rX3n + 3r - ' 1 - £ 

n = I n = 0 


k = n-I 


k = n 


= x rl 


r (3r — 2)cqx ~ 1 + £ [(t + r+lXSA + Sr+Dc^.-Qjx* 


= 0 


* = 0 


é 
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o que implica r (3 r - 2 )cq = 0 

(* + r + 1X3* + 3r + \)c k + , - c k = 0, * = 0. I, 2. 
Como não se ganha nada fazendo cq = 0, devemos então ter 

r(3r - 2) = 0 


e c k + | = 

* 

(* + r + 1X3* + 3r + l) ' 

* = 0, 1, 2 

(7) 

Os dois valores de r que satisfazem (6), r ( = 2/3 e 
fornecem duas diferentes relações de recorrência: 

r 2 = 0, quando substituídos 

em (7), 

2 

r ' m r 

* + 1 (3* + 5X* + 1) 

* = 0, l, 2, ... , 

(8) 

e r 2 = 0, 

Ck 

* * 1 (* + 1X3* + 1) 

* = 0, 1,2,.... 

(9) 

Iterando (8), temos 

„ _ c ° 

C| 5x1 




c 2 = 


c 3 = 


c 4 = 


8x2 2!5 x 8 

c 2 _ Cp 
11x3 315x8x11 

*3 m cq 
14x4 4!5x8xllxl4 


c n = 


n!5 x 8 x II ...(3 n + 2) 


• /i = 1, 2, 3, 


enquanto a iteração de (9) proporciona: 


c, = 


^2 = 


c 3 = 


Ixl 

c l = cq 
2x4 211x4 

c 2 = CQ 
3x7 311x4x7 
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c 4 = 


4x10 411x4x7x10 


c n = 


/ill x4 x 7 ... (3/i + 2) 
Portanto, obtemos duas soluções em série 


• n = 1, 2, 3, 


= c^\ I 


>1 = CQX 


+ y x! 

** /i!5 x 8 x 11 ...(3/1 + 2) 

/i = I 


>’2 CO* 1 + X „J, x4x7 (3n _ 2 ) X 

n a I 


(10) 


(II) 


Pelo teste da razão, pode ser demonstrado que ( 10) e (1 1 ) convergem para todos os valores de x. 
Ainda, deve ficar claro a partir da forma de (10) e (11) que nenhuma série é múltipla uma da 
outra, portanto y\(x)ey' 2 {x) são lincarmcntc independentes. Logo, pelo princípio de superposição 


n * I 


' ■ + <**> * C ' 3., g *■ ‘ ^ 


^ n!l x4 x 7 I.. (3n - 2) *" “ ‘ ~ 


n = 1 


é outra solução para (4). Em qualquer intervalo que não contenha a origem, essa combinação 
representa a solução geral para a equação diferencial. ■ 

Embora o Exemplo 6 ilustre o procedimento geral do método de Frobenius, devemos 
alertar que nem sempre seremos capazes de encontrar duas soluções tão facilmente, ou mesmo 
encontrar duas soluções em séries infinitas consistindo inteiramente de potências de x . 


Equação Indiciai 

A equação (6) é chamada de equação indiciai do problema, e os valores r\ = 2/3e n = 0 são 
chamados de raízes indiciais, ou expoentes, da singularidade. Se x = 0 for uma singularidade 
regular de (1), então as funções xP(x) e x 2 Q(x ) obtidas de (2) são analíticas em zero, isto é, os 
desenvolvimentos 
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xf\x) = Po + P\X +P2X 2 + ... 
x 2 Q(x) = qo + Q\X + qrx 2 + ... 


( 12 ) 


são válidos em intervalos que têm raios de convergência positivos. Após substituir y em (I) ou 
(2) c simplificar, a equação indiciai é uma equação quadrática em r que resulta da identificação 
do coeficiente da menor potência de x a zero. Deixamos como exercício mostrar que a equação 
indiciai geral é 


r(r - 1) + Ptír + q Q = 0 


(13) 


Veja o Problema 38. Resolvemos então essa última equação e substituímos os dois valores do 
expoente encontrados em uma relação de recorrência como (7). O Teorema 6.2 garante que pelo 
menos uma solução na forma dessa série pode ser encontrada. 


EXEMPLO 7 


A equação diferencial 

xy" + 3/ - y = 0 

possui uma singularidade regular cmr = 0. Pelo método de Frobcnius, temos 


(14) 


*y" + 3/- y= x r 


r(r + 2 ]c(yx 1 + £ [(A: + r + IX* + r + 3)c* + , -c* ]x k 

4=0 


= 0 


c a equação indiciai e os expoentes são r (r + 2) = 0 e rj = 0, = - 2, respectivamente. 

Como 

(* + r + IX* + r + 3)0* + j - c* = 0, * = 0, 1, 2 


(15) 


segue-se que, quando r\ = 0, 


c k + 1 = 


= 


Q 


(* + IX* + 3) 


co 


1x3 


c 2 = 


c 3 = 


= 

2x4 2!4! 

O _ 2ço^ 

3x5 3!5! 
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g 3 _ 

4x6 4!6! 


<*„ = 


2c 0 


n\(n + 2)! 


n — 1, 2, 3, ... 


Logo. uma solução em série é 


>1 = coe 0 ! 1 + 


Y 2 x « 

** n!(n + 


n = 1 


2)! 




n = 0 


< 


Agora, quando r 2 = - 2, (15) toma-se 

(A - IXA + \)c k + , - c* = 0. 


( 16 ) 



mas note que não dividimos imediatamente por (A - l)(A + 1). pois esse termo se anula para 
A = 1. Porém, usamos a relação de recorrência (17) para os A = 0 e A = 1: 

- 1 x lc| - co = 0 e 0 x 2c 2 - c\ = 0. 


A última equação implica c\ > 

c k + 1 


e daí, 


0 e a anterior implica cq = 

: Ct k = 

(k - m + d 

_ c 3 2sl 

C 4 2x4 “ 2!4! 

_ c 4 _ 

cs 3x5 3!5! 


0. Continuando, encontramos 
2 3 4 

ám % "Tf • • • % 


2c 2 

(n - 2)!n! ’ 


n = 2, 3, 4, — 
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Logo, 


y 2 = c 2 x 


n = 2 


(n - 2 )\n ! 


(18) 


Porém, uma inspeção detalhada de (18) revela que y 2 é simplesmente um múltiplo de (16). Para 
ver isso, faça k = n - 2 em (18). Concluímos que o método de Frobenius nos dá somente uma 
solução em série para (14). ■ 


Casos de Raízes Indiciais 

Quando usamos o método de Frobenius, normalmente distinguimos três casos que correspondem 
à natureza das raízes indiciais. Para exemplificar, suponha que r\ e r 2 sejam duas raízes reais da 
equação indiciai c que r \ seja a maior delas. 

CASO I Raízes Que Não Diferem por um Inteiro Se r, e r 2 são raízes distintas e não 
diferem por um inteiro, então existem duas soluções linearmente independentes para a equação 
( 1 ) na forma 


yi - I c n x n * \ c 0 * o. 

n = 0 


(19a) 


yi = £ *o * o, 

n = 0 


(19b) 


EXEMPLO 8 


Resolva 


2xy" +(1 + x)y' + y = 0. 


( 20 ) 


Solução Sc y = Yj 


c n x n * r . então 


n = 0 


2 *>’"+ (1 + *)/ + y = 2 ]T (n + rX/t + r-IK^^^U ]T ( n + r)c n x 

n=0 n = 0 


n + r- I 


oo oo 

+ I (» + r]c n x n + ' + X 

n = 0 n = 0 


= X (" + + 2r " D**" + ' ‘ ' + Z (« + r + Ov" + r 

n = 0 n = 0 
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= x r 


r(2r - l)c,>r- 1 + £ (« + r)(2n +2 r - l)c n x" “ 1 

n = 1 


+ X + r + 

n = 0 


k-n-1 


= 0, 


d 


x r 


r (2r - Dcor’ 1 + X K* + r + 'X 2 * + 2r + l)c* t , 

k = 0 


o que implica 


+ (* + /■+ l)c A lx* 


r(2r - I) = 0 


= 0, 


(k + r + l)(2A + 2r + l)c* + | + (k + r + 1 )q = 0, * = 0,1, 2, 

Para rj = 1/2, podemos dividir por * + 3/2 em (22) e obter 


Q + 1 




- c k 


2 (k + I) 


~~ c 0 
2 x I 


( 21 ) 

(22) 


= ~g| = 

Q 2x2 2 2 x2! 


c 3 = 


-c, -co 


2x3 2 3 x 3! 


Portanto, temos 


c n = 


<-«)% „ , o, 

-rir' n=1 - 2 ’ 3 * 


* = ^ 




(-iy 

2 n n! 


xn 


n = 1 
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= c 0 X 


t ji ♦ i/2 
2 n n\ 


(23) 


n = 0 


a qual converge para x > 0. Na forma em que está, a série não tem significado para x < 0 por 
causa da presença de x l/2 . 

Agora, para r 2 = 0, (22) toma-se 


Q + I = 


~ c k 
2 k + 1 


c\ = 


C Q 

1x3 


c 3 = 


~ c 0 

1x3x5 


c 4 = 


” c 3 


1 x3x5x7 


c n = 


<- 0% 

1 x3x5x7 ... (2n - 1) 


Concluímos que uma segunda solução para (20) é 


n = I, 2,3, 


yi c 0 1 + X , x3x5x7 - i)* ' W< 

n = I 

No intervalo (0, ~), a solução geral éy = Ci>'j(a:) + 


(24) 


6.4.2 Método de Frobenius Casos II e III 

Quando as raízes da equação indiciai diferem por um inteiro, podemos ou não ser capazes de 
encontrar duas soluções para (1) na forma (3). Se não, então uma solução correspondendo à 
menor raiz contém um termo logarítmico. 
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Quando os expoentes são iguais, uma segunda solução sempre contém um logaritmo. 
Essa última situação é análoga às soluções para a equação diferencial de Cauchy-Euler quando 
as raízes da equação auxiliar são iguais. Temos os dois próximos casos. 

CASO II Raízes Que Diferem por um Inteiro Positivo Se r, - r 2 = /V, em 

que N é um inteiro positivo, então existem duas soluções linearmente independentes 
para a equação ( 1 ) na forma 


y 1 = X c * xn + r ‘* c o * 0 (25a) 

n = 0 

>2 = Cyi(x)lnx + X + r2 ’ *0 * 0, (25b) 

n = 0 

em que C é uma constante que pode ser zero. 

CASO III Raízes Indiciais Iguais Se r, = r 2 , há sempre duas soluções 
linearmente independentes para a equação (1) na forma 

>’l - X + '*• c 0 * 0 < 26a > 

n = 0 

n = yi(.r)lnx + £ + r '. * 0- ( 26 b) 

ÍI = 0 


EXEMPLO 9 


Resolva 

Solução A suposição y = 

xy"+ (X - 6 )/- 3 y 


xy" + (x - 6)/- 3 y = 0. 

M 

Y c„.r n + r conduz a 

n = 0 


( 27 ) 


= £(n + r)(n + r- 1 )c n x n * r 1 - 6 £ (* + r)c„x n * r ~ 1 + £ (n + r)c„x a + r - 3 £ c n .i" + r 

/i = 0 n = 0 n = 0 /i = 0 
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= *1 r (r - 7)co* * + X + rXn + r - Ifax” 1 + ^ (/i + r - 3)c fl x" 


n = I 


n = 0 


K = n - l 


k = n 


= *1 + £ [(* + r + IX* + r - 6)c* + i + (* + r-3)c*U* = 


L -■ J 

Logo, r(r - 7) = 0, assim r\ = 7, r 2 = 0, r\ - r 2 = 7 e 

(A + r + IX* + r - 6)o* + | + (* + r - 3)q « 0. k = 0. I, 2 

Para a menor raiz r 2 = 0. (28) toma-se 

(A + IX* -6 )*♦,+<*- 3)o* = 0. 

Como * - 6 = 0 quando * = 6, não dividimos por esse termo até * > 6. Encontramos 

1 x (-6*, + (-3)o 0 = 0 

2 x (-5)c 2 + (-2)0, = 0 

3 x (-4)03 + (-1)C2 = 0 

4 X (— 3 )c 4 + 0 x 03 = 0 implica c t = c y = c* = 0, 

ov. o. 1 v ^ _ n C=jmasc 0 cc, podem scr 

X (— ZJC5 + 1 X C4 - U I escolhidos arbitrar iamente 

6 x (- 1 )o 6 + 2 x 05 = 0 
7x0c7 + 3xc 6 = 0 


(28) 


(29) 


Logo, 


ei = ~2 c o 


c 2 = - 


5 Cl " 10 C ° 


(30) 


e para * > 7 


c 3 = - 


12 120 C ° 


c * + 1 = 


- (* ~ 3)c t 

(* + IX* - 6) 


'■"rri” 
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-5 4x5 

Lt> 9x2 C| 2!8 x 9 Cl 


-6 _ -4x5x6 

C| ° " 10x3 C9 " 3!8 x 9 x 10 C? 


Cn = 


(-l) n tl 4x5x6,.,(a-4) 
(n - 7)!8 x 9 x 10... n 


C 7 , n = 8 . 9, 10 


(31) 


Se escolhermos C 7 = 0 e cq * 0, obtemos a solução polinomial 


, 1 . 1 * 1 3 1 

y, =c 0 [l - - x + - x --— x ». 


(32) 


mas, quando qíOe c 0 = 0, segue-se que uma segunda solução, embora em série infinita, é 

7 . ^ (-1)"* *4 x 5 x 6 -(i. -4) . 
yi Cl x £ (n - 7)!8 x 9 x 10 ... « * 

n - 8 


í \f ■ V M/4xSx6...<* + 3) , + 7 l tó<00 ,,,, 

7 ^ i *!8x9xl0...(t + 7) ' • (33) 


Final mente, a solução geral para (27) no intervalo (0, <») é 

y = CiyiM + Ctfiix) 


= Ci r , _ i, + ± x 2 _ J_, 3 l + c Li + y (- 1)* 4 x 5 x 6 ... (t + 3) t + 7 
'[ 2 X+ 10 X 120 r J + Cz * + ^ *!8x9x 10 ... (* + 7) 


É interessante observar que, no Exemplo 9, a maior raiz r\ = 7 não foi usada. Se a 
tivéssemos usado, teríamos obtido uma solução em série da seguinte forma* 


* Observe que (33) e (34) começam com a potência x 7 . No Caso II. é sempre uma boa idéia trabalhar 


primeiro com a menor raiz. 
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y= Z V* 7 . 

n = 0 

em que c n é definido por (28) com r\ = 7: 


-(* + 4) 

C * + 1 (k + 8K k + l) C *' 


k = 0. 1.2 ,.... 


( 34 ) 


A iteração dessa última relação de recorrência produziria então somente uma solução, a saber, a 
solução dada por (33) (com co no lugar de C7). 

Quando as raízes da equação indiciai diferem por um inteiro positivo, a segunda 
solução pode conter um logaritmo. Na prática, isso é algo que não sabemos previamente, mas é 
determinado após termos encontrado as raízes indiciais e cuidadosamente examinado a relação 
de recorrência que define os coeficientes c n . Como mostra o próximo exemplo, é apenas uma 
questão de sorte encontrar duas soluções envolvendo somente potências de x . Por outro lado, se 
não for possível encontrar uma segunda solução cm forma de série, podemos sempre usar o fato 
dc que 



é também uma solução para a equação y" + P(x)y' + Q(x)y = 0. sempre quando y\ for uma 
solução conhecida (veja Seção 4.2). 


EXEMPLO 10 


Encontre a solução geral para xy" + 3 >•' - y = 0 

Solução Vimos no Exemplo 7 que o método de Frobenius proporciona somente uma solução 
para essa equação, a saber. 


*- I 


n = 0 


n \(n + 2)! 


= 1 




24 


* 2 + 


I 

360 


x J + ... 


De (35), obtemos uma segunda solução: 



dx 


{ 


♦i* 


24 


x 2 + 




( 36 ) 
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= >iW 


elevando*)' 


x í 1 + f x + i * 1 + iõ * 3 + • 


= y,(x) í i - \ * + { x 2 - + ... J dx 

=yi(x) rr> 2 + ±_ji + ...u 

J [x i 3x 2 4a 270 J 


divisão 


>■2 = {>'iW In a + >-i(a)|^-^2 + Y x ~ 


- In x x + .. 

4 270 


—x + ... . 

3x 270 


(37) 


Logo. no intervalo (0. «»), a solução geral é 


>' = C|>,(A) + C 2 iy,(A) In X + >•,<*)[ ^ - j^x + 


em que yi(x) é definida por (36). 


... ii. 


(38) 


Procedimento Alternativo 

Há vários procedimentos alternativos para lidar com a fórmula (35) quando o método de Frobenius 
não proporciona uma segunda solução em série. Embora o próximo exemplo seja enfadonho, ele é 
canônico, direto. A idéia básica é supor uma solução na forma (25b) ou (26b) e determinar os 
coeficientes b n em termos dos coeficientes c n que definem a solução conhecida yi(x). 


EXEMPLO 11 

A menor das duas raízes indiciais para a equação xy" + 3/- y = 0 é r 2 = - 2. De (25b), 
supomos agora uma segunda solução 


>'2 = >1 In x + £ Kx n 


(39) 


n = 0 


em que 


y, = Y l a". 

^ n!(n + 2)! 


(40) 


n = 0 
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Derivando (39), obtemos 


yí = -7 + y{ ln * + X “ Wn*" 3 

n = 0 


yf = -* + ^r + y" '» * + x (" - 2 X" - 3 )b a x” ~ 4 


n =0 


assim 


*yi 


n 


+ 3 y{ - >2 = ln*[*yf + 3y,' - > f jJ + 2y{ + + X (" " 2 X« - 3)***" 3 


n = o 


zero 


+ 3 5> - 2jfc„x" - 3 - I *„*" 

/i = 0 n = 0 


- 2 


= 2y,' + ^ + X (» " Wnx” * 3 - X M" " 2 - 

n « 0 n = 0 

em que combinamos os dois primeiros somatórios e usamos o fato de que xy" + 3 y{ 
Derivando (40), podemos escrever (41) como 


(41) 


- >1 = 0 . 




,n - 2 


n = 0 


n = 0 


n = 0 


n = 0 


= 0(-2)fco*' 3 + (-*0-*l)* 2 + X X < n “ 3 " X ***" 


-2 


n = 0 


n = 2 


n = I 


r?- i 


4 = n - 2 


k = n-l 


= -(Ò 0 + A>|)X 2 + 


y [ 4ÇA; -I- 1) 

^ *!(* + 2)! 
* = 0 L 


+ *(* + 2)** + 2 - 


- *>*+! 


(42) 
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Igualando (42) a zero, verificamos que b\ = - 6 o e 
4<* + 1) 


+ k(k + 2 )b k + 2 “ b k ♦ I = 0 , para k = 0 , 1,2 


(43) 


k\(k + 2 )! 

Quando k = 0 cm (43), temos 2 + 0 x Ibi - b\ =0, assim b[ = 2, 6 q = - Itbié arbitrário. 
Reescrevendo (43) como 

* 1 + t .Jft 4- 1 ) 


fe ‘ +2 + 2 ) *!(* + 2 )!*(* + 2 ) 
e desenvolvendo para k = 1 , 2 , ....ternos 

. b i 4 

^ = y-9 

, _ 1, _ J Li, __25_ 

8 32 24 bl 288 

e assim por diante. Portanto, podemos Finalmente escrever 

Y 2 = >'| ln*+ /?o*" 2 + b\x~ 1 + bi + byc + ... 

= yi ln jc - 2x~ 2 + 2*- 1 +4 2 + |y-||x + 

em que 62 6 arbitrário. 


(44) 


(45) 


Soluções Equivalentes 

Você deve estar agora perguntando se (37) e (45) são realmente equivalentes. Se escolhermos 
Ci = 4 cm (38), então 


8 


yi = yiln* + y\ \ --5 + — - 


38 


3* 135 


x + 


-) 


yi ln * + ( ' + \ x + á* 2+ úõ xi + - )(-? + i - ih 1 + - ) 


= y[\nx - 2x 2 + 2x 1 + || 


19 

108 


x + 


(46) 


que é precisamente o que teríamos obtido de (45) se tivéssemos escolhido b 2 = 29/36. 
O próximo exemplo ilustra o caso em que as raízes indiciais são iguais. 
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EXEMPLO 12 


Encontre a solução geral para 


xy" + Y - 4>- = 0. 

Solução Tentamos uma solução da forma y = 2^ = 0 c n x n + r . Temos então 


(47) 


Jtf" + /- 4y = £ (R + rXn + r - X (« + r)c„x" + r ’ 1 - 4 X c n *" + ' 


fi = 0 


n = 0 


n = 0 


= X (" + r) 2 *»*" fl -4Xc/*' 


fl = 0 


n =0 


r 2 C0X - 1 + X (» + ''--tX^ 


n* I 


* = 0 


/c = n - I 


k = n 


= * r r 2 c<>x“ 1 + X K* + r + 1)2c * «■ 1 - 4 c*lx* = 0. 


* = 0 


Assim r 2 = 0 e as raízes indiciais são iguais: r\ = ri = 0. Ainda, temos 

(* + r + l) 2 c* 4. i - 4 c* = 0, * = 0, 1, 2 


(48) 


É claro que a raiz r\ = 0 proporcionará somente uma solução correspondendo aos coeficientes 
definidos pela iteração de 


4 c* 


k = 0, 1, 2 


O resultado é 


" ' 


W < 00. 


Para obter a segunda solução linearmente independente, faça cq 

use (35): 

e -Jo /*>* , 

>'2 = yiW J — ttt ** = y ' w J 

>rW J r , ia , 

x I + 4x + 4x 2 +■ yí 3 + ... 


(49) 


= 1 em (49) e então 


2 
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= yiW 


yito 


= yito 


1 + 8* + 24x 2 + -^.t 3 + j 

J ^ 1 - 8-r + 40x 2 - + ... j<fr 


í[i- 


8 + 4(k - 


1472 


2 + ... dx 


= yiW J £ ln x - 8* + 2Qx 2 - ^px 3 + ••• J- 
Logo, no intervalo (0, °°), a solução geral para (47) é 

y = C|yi(x) + C 2 |^ y\(x) In x + y,(x)^-8x + 2Qx 2 - -^px 3 + ... 
em que yj(x) é definido por (49). 


(50) 


(51) 


Como no Caso II, podemos também determinar yi(x) no Exemplo 1 1 diretamente a 
partir da suposição (26b). 

Observações (i) Não consideramos propositalmente duas outras complicações na resolução 
para uma equação diferencial como (I) em torno de um ponto xq em que a 2 t* 0 ) = 0- Quando 
usamos (3), é bem possível que as raízes da equação indiciai sejam complexas. Quando os 
expoentes r\ c r 2 são complexos, a relação r\ > r 2 não tem sentido e deve ser substituída por 
Re(f|) > Re(f 2 ) (por exemplo, se r = a + ifl, então Re(r) = a). Em particular, quando a 
equação indiciai tem coeficientes reais, as raízes complexas são sempre conjugadas 
r\ = a + ifi t r 2 = a - e r\ - r 2 = Zj($ nunca será um inteiro. Logo, para xq = 0, haverá 
sempre duas soluções 


y. = I + c n = £ b n x" * 

n=0 n =0 

Infelizmente, ambas as soluções têm valores complexos para todo x real. Essa última dificuldade 
pode ser superada com o princípio de superposição. Como uma combinação de soluções é 
também uma solução para a equação diferencial, podemos formar combinações apropriadas de 
yM e y z (x) para obtermos soluções reais (veja o Caso 111 da solução para a equação de 
Cauchy-Euler). 

(ii) Se x = 0 for um ponto singular irregular, devemos notar que talvez não sejamos capazes de 
encontrar solução alguma na forma serial y = = o c n x n + r . 
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(iii) No estudo avançado de equações diferenciais é importante examinar a natureza de um 
ponto singular no «». Dizemos que uma equação diferencial possui um ponto singular no <» S e. 
depois de fazermos a substituição z = l/x. a equação resultante tiver uma singularidade em 
z = 0. Por exemplo, a equação diferencial y" + xy = 0 não possui pontos singulares "finitos”. 
Porém, pela regra de cadeia, a substituição z = l/x transforma a equação em 

z s& + 2z 4 & + y = 0 . 

dz 1 

(Verifique isso.) Uma inspeção em P(z) = 2/z e Q(z) = l/z 5 mostra que z = 0 é um ponto 
singular irregular da equação. Logo, «> é um ponto singular irregular. Veja o Problema 40. 


6.4 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 457 a 459. 
[6.4.11 


Nos Problemas 1-10, determine os pomos singulares dc cada equação diferencial. Classifique cada ponto 
singular como regular ou irregular. 

1. *V*+ 4*y+ 3y = 0 2. xy"- (x + 3)' 2 y =0 

3. <* 2 - 9 )V+ (x + 3)/+ 2y = 0 4. y"- i/+ = 0 


5. (x + 4x)y" - 2xy” + 6y = 0 

7. (x 2 + * - 6)y" + (x + 3)y'+ (x - 2)y = 0 

9. *V- 25)(x - 2)V'+ 3x(x - 2)y' 

+ 7(x + 5)y = 0 


6. x 2 (x - 5) 2 y" + 4.0' ' + (* 2 - 25)y = 0 

8. x(x 2 + 1)V+ y = 0 

10. (x } - 2x'- 3 x) 2 y" + x(x - 3) 2 y' 

- U + Dy = 0 


Nos Problemas 11-22. mostre que as raízes indiciais não diferem por um inteiro. Use o método dc 
Frobcnius para obter duas soluções seriais linearmente independentes em torno do ponto singular regular 
x 0 = 0. Encontre a solução geral em (0. <»). 


11. 2xy" - >•' + 2y = 0 


12. 2 >•"+ 5/+ xy = 0 


13. 4 xy”+ jy'+ y = 0 


14. 2tV- x>'+ (* 2 + l)y = 0 


15. 3 xy"+ (2 - x)y'- y = 0 
17. 2*y"- (3 + 2)/+ y = 0 


16 . 

18. 
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19. 90" + 9x m f + 2y = 0 

21. 2xY - x(x - l)y'- y = 0 


20. 2t'y" + 3xy' + (2r - I )y = 0 

22. x(x - 2)y" + y' - 2y = 0 


[6.4.21 

Nos Problemas 23-34. mostre que as raízes indiciais diferem por um inteiro. Use o método de Frobenius 
para obter duas soluções seriais linearmente independentes em tomo da singularidade regular x 0 = 0. 
Encontre a solução geral em (0. «>). 


23. xy" + 2/ - xy = 0 


25. x(x - 1 )y" + 3y'- 2y = 0 

27. xy" + (l - x)y' - y = 0 
29. xy " + y' + y = 0 
31. x~y" + x(x - l )y' + y = 0 
33. xy" + (.t - l)y'- 2y = 0 


24. x 2 y“+ xy' + j jy = 0 

26. y” + -y'- 2y = 0 

28. xy" + y = 0 
30. xy" - xy' + y = 0 


32. xy" + y - 4xy = 0 
34. xy" - y' + x 3 y = 0 


Nos Problemas 35 e 36. note que xo = 0 é uma singularidade irregular de cada equação. Em cada caso 
verifique se o método de Frobenius forneceu uma solução. 


35. xY + y = 0 

37. Resolva a equação de Cauchy-Eulcr 


36. xY - y'+ y = 0 


xY* 3*r'- 8y = o 


pelo método dc Frobenius 


38. Se x = 0 é uma singularidade regular, use (12) em (2) para mostrar que (13) é a equação indiciai 
obtida pelo método de Frobenius. 

39. Use (13) para encontrar a equação indiciai c os expoentes dc 


V. (f. i, . a 


40. (a) Mostre que a equação diferencial x"y" - 4y = 0 tem uma singularidade no infinito. [Sugestão* 
Veja página 328.1 

(b) Classifique o ponto singular no infinito como regular ou irregular. 
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6.5 DUAS EQUAÇÕES ESPECIAIS 

As duas equações 

x 2 y"+ xy' + U*~ * 2 )y = 0 (1) 

(1 - x 2 )y" - 2xy' + n(n + l)y = 0 (2) 

ocorrem frequentemente cm estudos avançados de matemática aplicada, física e engenharia. 
Elas são chamadas dc equação de Bessel e equação de Legendre, respectivamente.* Na 
resolução para ( 1 ), vamos supor v > 0; enquanto em (2) consideraremos somente o caso em que 
n é um inteiro não negativo. Como procuramos soluções seriais (na forma de série infinita) dc 
cada equação em torno de x = 0. observamos que a origem é um ponto singular regular da 
equação de Bessel e um ponto ordinário da equação dc Legendre. 


6.5. 1 Solução para a Equação de Bessel 

Suponhamos que y = I" , „ c„x” * enlão 

x 2 y" + xy' + {x 2 - v 2 )y = £ c„(n + r)(n + r - I )x n * r + £ c„(n + r)x" * r + £ c „x J ‘ * r * 2 

/i = 0 n = 0 n = 0 

©O 

-V 2 £ c n x" + ' 

i» = 0 

= C 0 (r 2 - t + T - v 2 )x r + x r X c B I(íi + r)(n + r - 1) 

n = I 


Friedrich Wilhelm Bessel ( 1784- 1 846) Bessel foi um astrônomo alemão que em 1838 mediu pela 
primeira vez a distância da estrela 61 Cygni. Em 1840, ele previu a existência de uma massa 
planetária além da órbita de Urano. O planeta Netuno foi descoberto seis anos depois. Bessel foi 
também o primeiro a calcular a órbita do cometa Halley. Embora Bessel tenha certamcntc estudado 
a equação (1) em seu trabalho sobre movimento planetário, a equação diferencial e sua solução 
foram provavelmente descobertas por Daniel Bemoulli em sua pesquisa sobre determinação dos 
deslocamentos de uma corrente oscilatória. 


Adrien Marie Legendre (1752-1833) Matemático francês, Legendre é mais conhecido por gastar 
quase 40 anos de sua vida estudando e calculando integrais elípticas. Porém, as particulares soluções 
polinomiais da equação que leva seu nome foram encontradas em seus estudos sobre gravitação. 
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+ ( n + r) - v V + x r £ c n . 


,n + 2 


n =0 


= c 0 (r 2 - vV + x r X *[<« + r) 2 - V 2 ]x" + x r £ c„x" + 2 . 


n = l 


/i=0 


Em (3), vemos que a equação indiciai é r 2 - v 2 = 0. portanto as raízes indiciais são r\ = v e 
T 2 - ~ v. Quando r\ = v, (3) toma-se 


X v Y, c * n ( n + 2v)x' 1 + X v YL C nX" 


n= I 


n=0 


a: 1 (1 + 2v)C|X+ Y + 2v)x a + Y c n x 


n ♦ 2 


n = 2 


n = 0 


4 = /i - 2 


k = n 


= x l j (1 + 2v)c|X + X K* + 2 X* + 2 + 2v)c* + 2 + c k ]x k 42 = 0 


* = 0 


Logo, pelo argumento usual, podemos escrever 

(1 + 2v)c, = 0 
(* + 2)(k + 2 + 2v)c* + 2 + <% s 0 


c * ♦ 2 = 


Z£k 

(A: + 2)(k + 2 + 2v) 


A escolha c*j = 0 em (4) implica C3 = C5 = C7 = ... 
mos, após fazer A: + 2 = 2 n, n = 1. 2, 3 que 


A: = 0, 1. 2 


= 0. Daí, para k = 0, 2, 4, ..., encontra- 


c ln = - 


C2n-2 

2 2 n(n + v) 


Logo. 


c 2 = - 


Q = - 


2 2 x 1 x l (1 + v) 

c 2 _ £0 

2 2 x 2(2 + v) 2 4 x i x 2(1 + vX2 + v) 


C 6 = ~^ 


2 2 x 3(3 + v) 2 6 x 1 x 2 x 3(1 + vX2 + vX3 + v) 


(5) 
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(-!)% 

C2n 2}*n ! (1 + vX2 + v ) ... (n + v) ’ " " ’ 2 ’ 

É uma prática padrão escolher pra cq um valor específico, a saber, 

*• 1 


( 6 ) 


c o = 


2T(I + v) 


em que r(l + v) é a função Gama. Veja o Apêndice I. Como essa última função possui a 
conveniente propriedade T(l + a) = ar(cr), podemos reduzir o produto indicado no denomi- 
nador de (6) a um termo. Por exemplo, 

T (1 + v + I) = (1 + v) r (1 + v) 

T (1 + v + 2) = (2 + v) r (2 + v) 


= (2 + vXI + v)f(l + v). 


Com isso, podemos escrever (6) como 


cin = 


(-l / 1 


Í 2 * * v n\(\ + V-X2+ v) ... (n + v)T(l + v) 

(-1 y 1 

+ v + n)' " = 0 ’ 1 ’ 2 ’" 


Segue-se que uma solução é 




n = 0 n = 0 

Se v £ 0, a série converge pelo menos no intervalo [0, «»). 


Funções de Bessel de Primeira Espécie 

A seguinte solução serial é usualmente denotada por J n (x ): 




( 7 ) 
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Ainda, para o seguinte expoente ri = - v, obtemos, exatamente da mesma maneira. 

As funções J v (x) e 7_ t .(x) são chamadas de funções de Bessel de primeira espécie dc ordem v c 
- v, respectivamente. Dependendo do valor de v, (8) pode conter potências negativas dc x e então 
converge em (0. «>).* 

Agora, devemos ter algum cuidado ao escrever a solução geral para (1). Quando 
v = 0. é óbvio que (7) e (8) são iguais. Se v > 0e r\ - = v - (- v) = 2v não é um inteiro, 

segue-se do Caso I da Seção 6.4 que e v (x) são soluções lincarmente independentes de ( 1 ) 
em (0. ~), e daí a solução geral no intervalo é >• = C|S v (x) + „(*). Mas também sabemos do 

Caso II da Seção 6.4 que, quando r\ - = 2v é um inteiro, uma segunda solução serial para 

(I) pode existir. Nesse segundo caso, distinguimos duas possibilidades. Quando v = m = 
inteiro positivo, J- m (x) definida por (8) e J m (x) não são soluções linearmente independentes. 
Pode ser mostrado que J. m é um múltiplo dc J m (veja Propriedade (i) na página 335). Ainda. 
r\ - n = 2v pode ser um inteiro quando v for metade dc um inteiro ímpar. Pode ser mostrado 
nesse último caso que J v (x) e J- V (x) são linearmente independentes. Em outras palavras, a 
solução geral para ( 1 ) em (0. «>) é 

y = C\J 9 (x) + C2/- r (x), v * inteiro. (9) 

Os gráficos de >• = J^x) e y = J\(x) estão representados na Figura 6.6. Observe que 
os gráficos de Jq e J \ lembram gráficos amortecidos de co-seno e seno, rcspectivamcnte. , * , * 



EXEMPLO 1 

Encontre a solução geral para a equação 



em (0, o®). 


* Trocando x por W, as séries dadas em (7) e (8) convergem em 0 < Ixl < «>. 

** As funções de Bessel pertencem a uma classe de funções chamadas “quase periódicas''. 


334 Equações Diferenciais Cap. 6 Volume 1 


Solução Verificamos que v 2 = I /4, ou seja, v = 1/2. De (9), concluímos que a solução geral 
para a equação é 

y = c\J\nix) + c 2 J- \ /2 {x). m 


Funções de Bessel de Segunda Espécie 


Se v * inteiro, a função definida pela combinação linear 



cos vnj r (x) - J- V (x) 
sen vn 


( 10 ) 


e a função J v (x) são soluções linearmente independentes de (1). Logo, uma outra forma para a 
solução geral de (I) é y = c\J v (x) + c 2 Y v (x), desde que v * inteira Quando v m, m um 
inteiro, (10) possui a forma indeterminada 0/0. Porém, pode ser mostrado pela regra de L*Hôpi- 
tal, que linv m Y v (x) existe. Ainda, a função 

Y m (x) = lim Y v (x) 

r —* m 

c J m (x) são soluções linearmente independentes dc x~y" + xy' + (x~ - nr)y = 0. Portanto, para 
qualquer valor de v, a solução geral para ( I ) em (0,«) pode ser escrita como 

y = c,/ v (x) + c 2 Y v (x). (11) 

K v (x) é algumas vezes chamada de função de Neumann;* mais comumente, K v (at) é chamada de 
função de Bessel de segunda espécie dc ordem v. A Figura 6.7 mostra os gráficos de Yq{x) c 
Y\(x). 



EXEMPLO 2 


Encontre a solução geral para a equação 

x 2 y" + xy’ + (x 2 - 9)y = 0 

em (0, °°). 


* A função era (10) é também denotada por N x {x) em homenagem ao matemático alemão C. Neumann 
(1832-1925), que investigou suas propriedades. 
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Solução Vemos que v = 3. Segue-se de ( 1 1 ) que a solução geral para a equação diferencial é 

y = c,y 3 (*) + c 2 Y)(x). ■ 


Equação de Bessel Paramétrica 

Trocando x por Xx em ( I ) c usando a regra de cadeia, obtemos uma forma alternativa da equação 
de Bessel conhecida como equação de Bessel paramétrica : 


A solução geral para ( 12) é 


xV+ xy'+ (*V- v 2 ly = 0. 


y = ciJ v (Xx) + c 2 K,(Ax). 


( 12 ) 


(13) 


Propriedades 

Listamos abaixo algumas propriedades úteis das funções de Bessel de ordem m. m = 0, 1, 2, ... : 

(i) J-„(x) = (- lf/.to 

(ii) J m (-x) = (~\) m J m (x) 

(iii) 7,„(0) = 0, m > 0 

(iv) y O (0) = 1 

(v) lim, o*. Ym(x) = - ~ 

Note que a Propriedade (ii) indica que J m (x) é uma função par se m for um inteiro par c uma 
função ímpar se m for um inteiro ímpar. Os gráficos de Yq(x) e TiM na Figura 6.7 ilustram a 
Propriedade (v): Y m (x ) é ilimitada na origem. Esse fato não é óbvio a partir de (10). Pode ser 
mostrado por (10) ou pelos métodos da Seção 6.4 que. para x > 0, 



em que y = 0,57721566... é a constante de Euler-Mascheroni. Observe que, por causa da 
presença do termo logarítmico, JqM c descontívo em x = 0. 
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Valores Numéricos de Jo(x) e J i(x) 

Valores funcionais de /o(x ) e J\ (*0 P ara alguns valores selecionados de x são dados na Tabela 6. 1 . 
Os zeros dessas duas funções, a saber, os valores de x para os quais Jo(x) = 0 e J\ (x) = 0, são 
importantes em algumas aplicações de equações diferenciais parciais. Valores numéricos de 
j Jo(r) dr são também importantes.* 


Tabela 6.1 Valores Numéricos de Jq e Jy 


X 

J o(*) 

JiM 

0 

1.0000 

0.0000 

1 

0.7652 

0.4401 

2 

0.2239 

0,5767 

2,405 

0.0000 

0.5191 

3 

- 0.2601 

0,3391 

3,832 

- 0.4028 

0.0000 

4 

- 0,397 1 

- 0.0660 

5 

- 0,1776 

- 0.3276 

5,520 

0.0000 

- 0.3403 

6 

0,1506 

- 0.2767 

7 

0.3001 

- 0.0047 

7,016 

0.3001 

0.0000 

8 

0.1717 

0.2346 

8.654 

0,0000 

0.2715 

9 

- 0,0903 

0,2453 

10 

- 0.2459 

0.0435 

10,173 

- 0,2497 

0.0000 

11 

- 0.1712 

- 0,1768 

11,792 

0.0000 

- 0.2325 

12 

0.0477 

- 0,2234 

13 

0.2069 

- 0,0703 

13,323 

0,2184 

0.0000 

14 

0.1711 

0,1334 

14.931 

0.0000 

0,2065 


Relação de Recorrência 

Fórmulas de recorrência que relacionam funções de Bessel de diferentes ordens são importantes 
em aplicações e também têm importância teórica. No próximo exemplo, deduziremos uma 

relação de recorrência diferencial. 


Veja Handbook of Mathematical Functions, editado por Milton Abramowitz e Irene A. Stegun (New 
York: Dover Publications, 1972). 
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EXEMPLO 3 

Deduza da fórmula 


xf v (x) = vj v (x) - xj v t I (x). 


Solução Segue-se de (7) que 

,, , v M) n (2» fv) ( x Y** 
^ nird + V + f!) ( 2 I 


v y til ( £ f * \ 2 y HE f it * ' 

***irfl +» + ») 2 I *» n ! ro + » + «> 2 

/i =0 V / n=»0 V / 


k = n - 1 


-«-ilTrfíM tf*”’ 

A»0 v ' 


= v./„(x) - x/„ + 1 (*). 


O resultado do Exemplo 3 pode ser escrito cm uma forma alternativa. Dividindo 
*/>,' (x) - v7 v (x) = - xJ v + | (x) por x, obtemos 

K (x) - ~ x JAx) = -J.+ iW- 

Essa última expressão é uma equação diferencial linear de primeira ordem em 7 v (x). Multipli- 
cando ambos os lados da igualdade pelo fator de integração x" v *. temos 

[*“ r i»(*)l = -x~ ’J, + ito (14) 

Deixamos como exercício deduzir uma fórmula semelhante: 

£lx-'Mx)\ = -x- y Jv + l(.*l (15) 

(Veja o Problema 20.) 

Quando v = metade de um inteiro ímpar, J v (x) pode ser expresso em termos de sen x, 
cosx e potências de x. Tais funções de Bessel são chamadas funções de Bessel esféricas. 
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EXEMPLO 4 

Encontre uma expressão alternativa para J 1/2(4 Use o fato de que V ( ^ ) = Vtt . 
Solução Com v = 1/2, obtemos de (7) 


JioM = I 


n ! T (1 


M)" (xf* 

(1 + 5 + n) [ 2 J 


1/2 


n =0 

Agora, em vista da propriedade T(l + a) = ar (a), concluímos 

"-»• r "*l)-5 r (5)-5' t 


1. r 1+5 




n = 2. 

rí 1 + 1 ' 

-fr 

'5> 

5x3 r~ 

= — r-VJT 

5x4x3x2x 1 r- 5! 

= r v;r = - 7 — ' 


1 2 , 

2 

2 

t > 

2 3 

2 3 4 x 2 2 5 2! 

n = 3, 

rf.+r 

= |r 

7 > 

= 7 * 5! ^r 

= 2x6x5! 


2 . 

2 

2 i 

2 z! 

2*6 x 6 x 2! 2 7 3! 




No caso geral, 


Logo, 


( 


ri 1 + ^ + 


^ (2n + I)! 

" J " 2 1 * * 1 n I 


VjF. 


J\nW = 


^ (2n + l)!’/» 2 

"=0n !— s, , , V > 


-VT 

1 jrr 


2 ^ < iy> X 2 "* 1 


« ~ ( 2 /i + I)! 

n=0 


Como a série na última linha é a série de Maclaurin de sen x, mostramos que 


J I/ 2 W 


-y/T” 

= v — sen a:. 
* jr* 


6.5.2 Solução para a Equação de Legendre 

Como * = 0 é um ponto ordinário da equação (2), tentamos uma solução na forma 
y = 2?» 0 c kxr. Portanto, 
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(1 - x 2 )y" - 2xyf + ii(#i + 1 )y = (1 - x 2 ) £ c k k(k - I)a* _: -2 X + n{n + I) £ c k x k 

4 = 0 k =0 4 = 0 

oo oo 

= X c **<* - *>** ' 2 - X c **(* - {) * k 

4 = 2 4 = 2 


-2 £ + rt(rt + 1 ) X c 4** 

4=1 4=0 

(*(* + l)co + 2c 2 ]*° + I*(n + 1)C| - 2c, + 6 C)]x 


+ X C **<*- - £<**<*- »* 4 

4=4 4=2 


4=*-2 


>«* 


- 2 £ c A 4 ** + *(/! + 1 ) X c 4 ** 

4=2 4=2 


Z=E 


y-* 


[*(* + l)c 0 + 2c 2 ] + [(* - IX* + 2)cj + 6 c 3 1a: 


implicaquc 


+ X [(> + 2X/- + 1)C ; + 2 + (n - ;)(« + j + l)cy]*' = 0 

j.1 

n(n + 1)cq + 2c 2 = 0 


(n - IX* + 2)C| + 6c 3 = 0 
U + 2)0’ + 1 )cj + 2 + (* -y)(* +7 + 1)9 = 0 


ou 


c 2 = - 


C 3 = - 


*(* + 1 ) 
2! 


c 0 


(* - IX* + 2) 
3! 
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Cj + 2 = 


Expandindo (16), obtemos 


(n - j)(n +j+ 1) 

0* + 2)0 + D 


j = 2. 3. 4.... 


( 16 ) 


c 4 = - 


c 5 = - 


- 2 X'i + 3) (n - 2)/i(/i + l)(n + 3) 


4x3 


ci = 


(/i - 3)(/i +4) (n - 3X" - l)(n + 2)(n + 4) 


5x4 


c 3 = 


(/i - 4)(/i + 5) (/t - 4K« - 2)/i(n + IX" + 3X* + 5) 

C6 rxl c4 6! c ° 


c 7 = - 


(n - 5K" + 6) 

” "7 x 6 C5 

(n - 5Xn - 3X* - IX* + 2X* + 4 )(n + 6) 


e assim por diante. Então, pelo menos em Ui< l.obtemosduassoluçõcslincarmenteindcpen- 
dentes dadas em série de potências 

, v r . «(« + 1) 2 (n - 2)n(n + IX" + 3) 4 

J-lW = 2! * + 4! * 

_ (» - 4X" - 2)n(n + lXn + 3 X« + 5) 6 

X + ... I*'/ 

(n - 1X« + 2) , (n - 3X" - IX» + 2X« + 4) , 

»(*) = c\ x jj x* + jj x 

(n - 5 Xn - 3Xn - 1X« + 2 X« + 4X* + 6) 7 
7! x + - ‘ 

Note que, se n for um inteiro par, a primeira série é finita, enquanto y&x) é uma série 
infinita. Por exemplo, se n = 4, então 


yiW 




: 2 + 2x4 


^* 4 ] = c<[ . - 10,’ + f /]. 


Analogamente, quando n for um inteiro ímpar, a série para y^fx ) termina com x n ; isto é, quando 
n for um inteiro não negativo, obtemos uma solução polinomial de grau n da equação de 
Legendre. 

Como qualquer múltiplo de uma solução para a equação de Legendre é também uma 
solução, é tradicional escolher valores específicos para cq e cj, dependendo do inteiro positivo n, 
se n for par ou ímpar, respectivamente. Para n = 0, escolhemos cq = 1 e para n = 2, 4, 6, ..., 
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co = <-D 


n/2 


I X 3 - 1) 

2x4...» 


enquanto que para n = 1. escolhemos c\ = 1 e para n = 3, 5. 7, ..., 


c, =(-!)<"- 


I x 3 ...n 


2 x 4 ... (n - 1) 


Por exemplo, quando n = 4, temos 


yiW = (- 0 4/2 1 - ldr 2 + ^x 4 J 


3 30 2 35 4 

= - — =-x + —X 


8 8 


8 


= | (35a 4 - 30x 2 + 3). 


Polinómios de Legendre 

Esses polinómios são chamados de polinómios de Legendre c são denotados por P n (x). Através 
das séries para yj(x) e yi(x) e pelas escolhas de cqC C|, encontramos os polinómios de Legendre, 
ou seja, 

PoW = t P\(x) = x, 

ftW = |(3x 2 - 1), Pi(x) = ±(5x 3 - 3x). (18) 

P<x) = £ (35x 4 - 30x 2 + 3). /> S (x) = | (63x 5 - 70x J + 15x). 

Lembrc-sc de que, PoCO. P|(*). Pi(x) % Pjfx), ... são soluções particulares para as equações 
diferenciais 

n = 0. (1 - x 2 )y" - 2 xy’ = 0 

n = 1, (1 - x 2 )y" - Ixy' + 2y = 0 (19) 

n = 2, (I - x 2 )>" - 2xy' + 6y = 0 

n = 3, (1 - x 2 )/' - Ixy' + I2y = 0 

Os gráficos dos quatro primeiros polinómios de Legendre no intervalo — 1 < x < I 
estão representados na Figura 6.8. 
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Propriedades 

As seguintes propriedades dos polinómios de Lcgendre podem ser facilmente verificadas a partir 
de (18) e da Figura 6.8: 


(i) 

Pn(- X) 

= (- 

i)"Pn(x) 

(ü> 

A.0) = 

1 


(Ui) 

/V-l) 

= (- 

D" 

(iv) 

Pn( 0) = 

0. 

n = 1.3, 5. 

(v) 

Pn (0) = 

0, 

n = 0. 2. 4. 


A propriedade (i) implica que P n (x) é uma função par ou ímpar, dependendo se n é par ou ímpar. 


Relação de Recorrência 

Relações de recorrência que relacionam polinómios de Legendre de diferentes graus são muito 
importantes em alguns aspectos de suas aplicações. Reduziremos uma dessas relações usando a 
fórmula 


(I - 2x1 + l 1 )- 1/2 = £ /»„(**". 

n = 0 


( 20 ) 


A função da esquerda é chamada de função geradora dos polinómios de Legendre. Sua dedução 
segue-se do teorema binomial e iremos deixá-la como exercício. (Veja o Problema 43.) 

Derivando ambos os lados de (20) em relação a /. obtemos 


(l-2xl + f 2 )- 3/2 (x - /) = X nP "W" " ' = I nP «W n 


- I 


n = 0 


n = I 


e daí, após multiplicarmos por 1 — 2 jc/ -*- t 2 , lemos 



Volume l Cap. 6 Equações diferenciais com coeficientes variáveis 


343 


(x — /Kl -2xl+ 1 2 r 1/2 = (I + 2 XI + 1 2 ) ]T nP n(x)< n " 1 

n = I 


OU (X - i) X /V-O»" = d - 2JC/ + r) £ n/y**" - (21) 

n =0 n = I 

Multiplicamos termo a termo e reescrevemos (21 ) como 

ao OO OO 09 OO 

I xp n ( X )t n - x p n ( X r + 1 - £ «!•„<*)»* - 1 + 2* £ «/y-o/™ - £ */y*v" * 1 = o 

n * 0 n = 0 n - I n=l n = I 


ou 


X + X 2 I+ ]T .r/yjc)f" - / - £ /yjry" + , -Jf-2 

n = 2 /i = I 


3* 2 - 1 


- Z /i/> n W/ n -'+2*: 2 l + 2i: £ = 0. 

n = 3 n = 2 n = I 

Observando os cancelamentos apropriados, simplificando c trocando os índices de soma. con- 
cluímos 


X [-(* + nn + iw + (2* + i )xp k (x) - kp k . ,wi í* = o. 

k = 2 

Igualando o coeficiente de t k a zero, conseguimos a seguinte relação 

0 k + 1 )P k + ,W - (2 k+ I )xP k (x) + kP k _ ,(*) = 0, k = 2. 3. 4 (22) 

Essa fórmula é válida também quando k = I. 

Em (18), listamos os seis primeiros polinómios de Lcgendre. Se. digamos, quisermos 
encontrar P(,(x), podemos usar (22) com k = 5. Essa relação expressa então P 6 (x) em termos de 
quantidades conhecidas P^(x) e P$(x). (Veja o Problema 45.) 


6.5 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 459 e 460. 

[6.5.1] 

Nos Problemas 1-8, encontre a solução geral para a equação diferencial dada em (0, «). 
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i. **)"+/+ p- 5 Jy = o 

3. 40" + 4a/ + <4.v" — 2S)y = 0 
5. xy" + y'+xy = 0 


2. x~y" + xy' + (a 2 - I )>• = 0 
4. 16.0"+ lfoy' + (16a 2 - \)y = 0 


6. jjU/I + 


7. x V + */ + (9 a- - 4)y = 0 8. a 2 >" + a/ + \ 36x* - t K' = 0 

9. Use a mudança de variável y = x~ 1/2 v(a) para encontrar a solução geral para a equação 


HH 

( M ‘ ! 


0"+ 2r/ +2 Vy = 0. a > 0. 


2-2 


10. Verifique que a equação diferencial 

a/'+ (l - 2n)/+ Ay = 0 , 
possui a solução particular >• = x n J n (x). 

11. Verifique que a equação diferencial 

xy " + ( I + 2n)y' + xy = 0 , 
possui a solução particular y = x ~ n J„(x). 

12. Verifique que a equação diferencial 

possui a solução particular y = Va 7 v (2a). em que X > 0. 


a > 0. 


x > 0. 


a > 0. 


Nos Problemas 13-18. use os resultados dos Problemas 10. 11 e 12 para encontrar uma solução particular 
para a equação diferencial dada cm (0. <-»). 


13. y" + y = 0 

15. xy" + 3/ + a>- = 0 

17. a 2 >" + (a 2 - 2)y = 0 


14. xy " - / + xy = 0 
16. 4a 2 /' + (16a 2 + !)>• = 0 
18. Ay" - 5/ + Ay = 0 


Nos Problemas 19-22, deduza a relação de recorrência dada. 

19. xJv (a) = - v7 v (a) + xj - i(a) [Sugestão : 2n + v = 2(n + v)- v.) 
d 


2°. ~[x v Mx)] = x x J v - i (a) 


21. 2vJ v (x) =xj> + ,(a) +a Jh- i (a) 


22. 2JC(x) = A- i(a) - J v + i (a) 
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Nos Problemas 23-26, use (14) ou (15) para obter os resultados pedidos. 


23. J rio(r ) dr = x7i(x) 24. 7(í (x) = 7- i(x) = -7i(x) 

0 

25. { x n Mx)dx = x n 7i(x) + (n - \)x n ' '/oW - (n - l) 2 J x n * 2 

26. J x y Jo{x)dx = x 3 7i(x) + 2x 2 7q(x) - 4x7i(x) + c 


7o(r) dx 


27. Proceda como no Exemplo 4 e expresse J 1/2U) em termos de cosx e uma potência de x. 

Nos Problemas 28-33, use a relação de recorrência dada no Problema 21 c os resultados obtidos no 
Problema 27 c no Exemplo 4 para expressar a função dc Bcssel pedida em termos de senx, cosx e 
potências de x. 


28. 7j/ 2 (x) 
30. J5/i(x ) 


29. 7- 3/2(x) 
31. 7- S/2(*) 
33. J-mAx) 


32. J V 2 (x) 33. J-mAx) 

34. Mostre que i " V 7 v (tx). i 2 = - léuma funçãoreal. Afunçáodefínidapor A<x) = f v 7, (ix) é chamada 
dc função de Bessel modificada de primeira espécie de ordem v. 

35. Encontre a solução geral para a equação diferencial 

x 2 y" + xy' - (x 2 + v 2 )y = 0. x > 0, v * inteira 
[Sugestão: /V = — x 2 .) 

36. Sc yi = 7o W for uma solução para a equação de Bessel dc ordem zero, verifique que uma outra 
solução é 

, , , . A x 2 3x 4 A 1U 6 
«=y 0 Wi n x + T - — + — 

37. Use (8) com v = m, cm que m é um inteiro positivo, e o fato de que l/r (AO = 0. cm que N é um 
inteiro negativo, para mostrar que 

7. #n (x) = (-l)'-7 m (x). 

38. Use (7) com v = m, em que m 6 um inteiro não negativo, para mostrar que 


/«(-*> = (- 1 r .u*). 
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[6.5.2] 

39. (a) Use as soluções explícitas y,(jr) e y 2 (x) da equaçào de Legendre e escolhas apropriadas dc c 0 c 

cj para encontrar os polinómios de Legendre Pf,(x) e P 7 (x). 

(b) Escreva as equações diferenciais explícitas para as quais P^(x) c P 2 (x) são soluções particulares. 

40. Mostre que a equação dc Legendre pode ser escrita na forma alternativa 

+ n(/i + I)>* = 0. 

41. Mostre que a equação 

sen 0^-4 + cos0^ + n(n + I)(scn0)v = 0 
</0‘ r/0 

podesertransformadanaequaçãodeLcgendreatravésdasubstituiçãox = cos 0. 

42. Os polinómios de Legendre podem ser escritos como 

PM - V ( ~ I)A(2/I "^ )! V ' * 

, 2k ! (n - *)!(/* - 2 k)\ 

k ■ o 

cm que ' */2| é o maior inteiro menor ou igual a n/2. Verifique esse fato para 
n = 0, 1 . . 3, 4 e 5 

43. Use a série binomial para mostrar formalmente que 



d - 2xt + »V 1/2 = X W- 

nu 0 

44. Use o Problema 43 para mostrar que /\,(1) = l c />„(- 1) = (-1)". 

45. Use a relação dc recorrência (22) e Pa(x) = 1, P\(x) = x para os próximos cinco polinómios de 
Legendre. 

46. Os polinómios de Legendre são gerados pela fórmula de Rodrigues* 


PM 


1 


2 n n ! dx n 


(X 2 - 1)-. 


Verifique isso para n = 0. 1, 2 e 3. ^ 

47. Use explicitamente os polinómios de Legendre Pa(x), P\(x). P^x) e P*(x) para calcularj Pl 
(x)dx. n = 0. 1. 2 e 3. Generalize o resultado. 


Olinde Rodrigues (1794-1851) Rodrigues era um banqueiro francês c um matemático amador. Em 
matemática, ele é lembrado somente pela descoberta dessa fórmula em 1816. Em política, é 
reconhecido como investidor financeiro e discípulo de Count de Saint-Simon, o fundador do 
socialismo francês. 
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48. Use explicitamente os polinómios de Legcndre A*,). / > i(-r). P 2 (x) e P}{x) para calcular j P n (x)P m (x) dx 

para n * m. Generalize o resultado. * 1 

49. Sabemos que >*i = x é solução para a equação de Legendre quando n = 1,(1 - x 2 )y" - 2xy' + 2y = 0. 
Mostre que uma segunda solução linearmente independente no intervalo - 1 <x< 1 é 



Capítulo 6 REVISÃO 

A característica marcante dc uma equação de Cauchy-Euler é que, mesmo sendo uma equação 
diferencial com coeficientes variáveis, ela pode ser resolvida em termos dc funções elementares. 
Uma equação de Cauchy-Euler de segunda ordem é qualquer equação diferencial da forma 
ax 2 y" + bxy + cy = g(x). cm que a % b c c são constantes. Para resolver a equação homogênea, 
tentamos uma solução da forma y = x m . e isso por sua vez conduz a uma equação auxiliar 
algébrica am(m - 1 ) + bm + c = 0. Se as raízes forem reais distintas, reais iguais ou com- 
plexas, as soluções gerais no intervalo (0. °°) serão, rcspcctivamentc, 

>• = c\x m ' + c 2 x ,n '‘ 

y = C|* m » + c 2 x m « In x 

e y = x a (C| cos(0 In x) + c 2 scn(0 ln x)]. 

Dizemos que x = 0 é um ponto ordinário da equação diferencial linear de segunda 
ordem a 2 (x)y" + ai(x)>*' + ooW>’ = 0 quando a 2 (0) # 0e a 2 (x), flj(x) e a^x) forem polinómios 
sem fatores comuns. Toda solução tem a forma dc uma série de potências em x, y = B 0 c n x n . 
Para encontrar os coeficientes c n , substituímos a solução formal em série na equação diferencial e, 
depois dc manipulações algébricas apropriadas, determinamos uma relação de recorrência 
igualando a zero o coeficiente de x k . A iteração da relação dc recorrência proporciona dois 
conjuntos distintos de coeficientes, um conjunto contendo o coeficiente arbitrário cq e o outro 
contendo c\. Usando cada conjunto de coeficientes, formamos duas soluções linearmente inde- 
pendentes yi(x) e y 2 (x). Uma solução é válida pelo menos em um intervalo definido por Ltl < R, 
em que Ré a distância da origem ao ponto singular mais próximo da equação. Sc a 2 (0) = 0 f 
então x = 0 é um ponto singular. Os pontos singulares são classificados cm regulares c 
irregulares. Para determinar se x = 0 é um ponto singular regular, examinamos os denomi- 
nadores das funções racionais P e Q que resultam quando a equação é colocada na forma 
y"+ P{x)y' + Q(x)y = 0. Sempre supomos a i(x)/a 2 (x) e aç^x)/a 2 (x) na forma reduzida. Se x 
aparece no denominador de P(x) com expoente menor ou igual a I e no denominador de Q(x) 
com expoente menor ou igual a 2. então x = 0 é um ponto singular regular. Em tomo do ponto 
singular regular x = 0, o método de Frobenius garante que existe pelo menos uma solução 
serial y = = 0 c n x n + r . O expoente ré uma raiz de uma equação indiciai quadrática. Quando 

as raízes indiciais r\ e r 2 (r| > r 2) satisfazem r\ - r 2 * um inteiro, então podemos sempre 
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encontrar duas soluções seriais linearmente independentes. Quando r\ - r 2 = uni inteiro, então 
podemos ou não encontrar duas soluções, mas quando r\ = r 2 , podemos encontrar somente uma 
solução serial >■ = £“ = 0 Cfi-*' 1 + r - 

A equação de Bessel x*y" + xy' + (at - y)y = Oaprcsenta uma singularidade regu- 
lar cm x = 0, que por sua vez é um ponto ordinário da equação de Legendre. Essa última 
equação possui uma solução polinomial quando n é um inteiro não-negativo. 


Capítulo 6 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 

As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 460 e 461 . 

Nos Problemas 1-4, resolva a equação dc Cauchy-Eulcr dada. 

1. 6*V"+ 5 xy'- y = 0 2. 2x J y"'+ 19»V+ 39*/+ 9y = 0 

3. *V'~ 4xy' + 6y = 2x* + x 2 4. * 2 y" - */ + y = * 3 

5. Especifique os ponlos ordinários dc (*’ - 8)y" - 2 a v' + y = 0 . 

6. Especifique os ponios singulares dc (* J - I6)y''+ 2y = 0 . 

Nos Problemas 7-10, especifique as singularidades regulares e irregulares da cquaçJo diferencial dada. 

7. (* J - IQ* 2 + 25*)y" + y' = 0 8. (* 3 - 10* 2 + 25*)y"+ y = 0 

9. * 2 (* 2 - 9) J y"- (* 2 - 9)y'+ xy = 0 10. *(* 2 + l) 3 y''+ y'- 8*y = 0 

Nos Problemas 1 1 e 12, especifique um intervalo em tomo de x = 0 para o qual uma solução cm série dc 
potências da equação diferencial dada convergirá. 

tl. */+ 6y = 0 12. (x 2 - 4)y" — 2*y' + 9y = 0 

Nos Problemas 13-16, para cada equação diferencial, encontre duas soluções em série dc potências em 
torno do ponto ordinário x = 0. 

13. /'♦ xy = 0 14. >•"- 4y= 0 

15. (* - l)y"+ 3y = 0 16. y”- x 2 y'+ xy = 0 

Nos Problemas 17-22, encontre duas soluções linearmente independentes para cada equação. 

17. 2x 2 y" xy' - (x + l)y = 0 18. 2xy"+ y'+ y = 0 

19. x(l - *)>•"- 2 y'+y = 0 20. x 2 y"- x/+ (x 2 + l)y = 0 

21. xy" - (2* - l)y'+ (x - l)y = 0 22. x 2 y"- x 2 y'+ (x 2 - 2)y = 0 

23. Sem consultar a Seção 6.5, use o método de Frobenius para obter uma solução para a equação de 
Bessel xy" + / + xy = 0. 
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TRANSFORMADA 
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7.1 Transformada de Laplace 

7.2 Transformada Inversa 

73 Teoremas de Translação c Derivada 
de uma Transformada 
7.4 Transformada de Derivadas. 
Integrais e Funções Periódicas. 


7.5 Aplicações 

\0\ 7.6 Função Delta de Dirac 
Capítulo 7 Revisão 
Capítulo 7 Exercícios de Revisão 


Conceitos Importantes 

Operação linear 
Transformada de Laplace 
Transformada linear 
Continuidade por partes 
Ordem exponencial 
Transformada de Laplace inversa 
Primeiro teorema de translação 
Função degrau unitária 
Segundo teorema de translação 
Convolução 
Teorema da convolução 
Equação integral de Vollerra 
Equação íntegro-diferencial 
Impulso unitário 
Função delta de Dirac 


Neste capítulo, escudaremos a definição e as propriedades 
de uma integral conhecida como transformada de 
Laplace. 

Veremos na Seção 7.5 que, quando a transformada 
de Laplace é aplicada a uma equação diferencial linear de 
ordem n com coeficientes constantes 

<j n y d n - V dy 

0 "d/ ; + an ~ , ds 7 ' + - + + ** = tf' 1, 

a equação diferencial é transformada em uma equação 
o/gébrica que envolve as condições iniciais y( 0). y'(0), 
y"(0) y (n ~ 1 *(0)- Como conseqüência dessa pro- 

priedade. a transformada de Laplace é muito conveniente 
para encontrarmos a solução para certos tipos de problemas 
de valor inidal. 

Lembre-se de que. em sistemas físicos tais como um 
sistema massa -mola ou um circuito elétrico em série, o lado 
direito das equações 

dt 2 


L 



+ £<? = ao 


Continua 
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Continuação 

são funções que representam uma força externa /(t) ou 
uma voltagem impressa E(t). No Capítulo 5. resolvemos 
problemas nos quais as funções f e E eram contínuas. 
Porém, funções contínuas por partes não são incomuns. 
Por exemplo, a voltagem impressa em um circuito pode 
ser 


ou 




Nesse caso, resolver a equação diferencial do circuito é 
difícil, mas não impossível. A transformada de Laplace 
fornece uma ajuda inestimável na resolução de problemas 
como esses. 


7 . 1 TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Em cálculo, você aprendeu que derivação e integração transformam uma função em outra. Por 
exemplo, a função f(x) = x~ é transformada em uma função linear, em uma família dc 
polinómios cúbicos e em uma constante através das operações de derivação, integração inde- 
finida e integração definida: 

2 , x 2 3 

x í dx = — + c 



í 


x L dx = 9. 


Volume I Cap. 7 Transformada de Laplace 35 1 


Ainda, essas três operações possuem a propriedade de linearidade. Isso significa que, para 
quaisquer constantes ae^, 

^ WW + figW. 1 = a + p jr «(x) 


j |a/(x) + P%{x)\ dx = a j f(x) dx + 0 J *(x) dx 


( 1 ) 


f 6 

J [a/W + /Jg(A-)l = a 



g(x) dx 


desde que existam as derivadas c as integrais. 

Sc y( a\ >•) for uma função de duas variáveis, então uma integral definida de / cm 
relação a uma das variáveis define uma função na outra variável. Por exemplo, temos que 
j ' 2xy 2 dx = 3y\ em que >• foi considerada como constante no processo de integração. Analogamente, 
uma integral definida tal como f* K(s , t)f[t)dt transforma uma função J[i) em uma função da 
variável s. Estamos particularmente interessados cm transformadas integrais desse último 
tipo, no qual o intervalo de integração é (0, «>). 


Definição Básica 

Sc J{t) estiver definida para / £ 0, então a integral imprópria 

í K(s, i)A» dt 

é definida por um limite 

í K{s % t)f{t)dt = lim J K(s,t)fit)dt. 

0 b o 

Se esse limite existe, dizemos que a integral existe ou é convergente; sc o limite não existe, 
dizemos que a integral não existe ou é divergente. O limite em questão existirá somente para 
certos valores da variável s. A escolha k(s , t) = e~ sl fornece uma transformada integral espe- 
cialmentc importante. 
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DEFINIÇÃO 7. 1 Transformada de Laplace 
Seja f uma função definida por r > 0. Enião a integral 


&m)=\ e~ s 'Â‘)dt 

• n 


é chamada dc transformada de Laplace* de /. desde que a integral convirja. 

Quando a integral imprópria (2) converge, o resultado é uma função de s. Na dis- 
cussão geral, utilizaremos letras minúsculas para denotar a função a ser transformada e a letra 
maiuscula correspondente servem para denotar sua transformada de Laplace; por exemplo, 

mO) = F(s), #{*(/)} = G(s), 2{y[t)) = Y(s). 


EXEMPLO 1 

Calcule #{l). 


Solução 


^{1} = í e“"(l )dt = lim í c-"dt 

• n ■ a 


= lim 

b -4*» 


h- 4-0 '0 


si I b 


= lim 
o b 


+ I 


desde que s > 0. Em outras palavras, quando s > 0, o expoente -sb é negativo e e sb ->0 
quando b -» c*». Quando s < 0, a integral é divergente. ■ 

O uso da notação dc limite toma-se um pouco enfadonho, por isso adotaremos a 
notação fr como abreviação de lim,, ( ) IJ . Por exemplo. 


Pfeixe Simon Marquis de Laplace (1749-1827) Um notório matemático, físico e astrônomo, Laplace 
foi chamado por alguns de seus contemporâneos de "o Newton da França”. Embora Laplace tenha 
usado a transformada integral (2) em seu trabalho sobre teoria das probabilidades, é mais provável 
que a integral tenha sido descoberta por Euler. Publicações importantes de Laplace foram os tratados 
Mécanique Céleste e Théorie Analy tique des Probabilités. Nascido de uma família pobre, Laplace se 
tornou amigo de Napoleão, mas foi elevado à aristocracia por Luís XVIII após a Restauração. 
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ficando subtendido que no limite superior e~ sl — » 0 quando t — » °° para s > 0. 


SP 9 uma Transformada Linear 

Para uma soma de funções, podemos escrever 

í e~ s, [aAt) + pg(t)\dr = a f e~ s, fii)dt + p í *(/)<*/, 

'o J o J o 

quando ambas as integrais convergem. Segue-se então que 

*WW + /MM = + jMbfO) 

= aF(s) + pG(s). (3) 

Por causa da propriedade dada em (3), $ é uma transformada linear, ou operador linear. 

Condições Suficientes para a Existência de #{f(t)} 

A integral que define a transformada de Laplace não converge necessariamente. Por exemplo, 
nem #{1 /t }. nem Se{e 1 ' } existem. As seguintes condições garantem a existência da transfor- 
mada: f é contínua por partes em |0, <») c f é de ordem exponencial para t > T. Lembre-se 
de que uma função f é contínua por partes em 10. ©°) se. em qualquer intervalo 
0 < a < t £ b, há apenas um número finito de descontinuidade e toda descontinuidadc é de 
primeira espécie, ou seja, existem os limites laterais. Veja a Figura 7.1. O conceito dc ordem 
exponencial é definido da seguinte maneira. 

DEFINIÇÃO 7.2 Ordem Exponencial 

Dizemos que uma função é dc ordem exponencial sc existem números c, M > 0 c T > 0 tais que 
Wl)l < Me ct para todo t > T 


Se, por exemplo, f for uma função crescente, então a condição acima simplesmente diz 
que o gráfico de f no intervalo ( T . ») não cresce mais rapidamente que o gráfico da função 
exponencial Me <r , em que c é uma constante positiva. Veja a Figura 7.2. As funções f[t) = t , 
fit) = e ' cjli) = 2 cos t são todas de ordem exponencial para t > 0, pois temos, respecti- 
vamente, 

líl< e\ l**'l£e f . l2cos/l<2e'. 


9 



Figura 7.1 Figura 7.2 

Uma comparação dos gráficos no intervalo (0, «) é feita na Figura 7.3 



(a) (b) (c) 

Figura 73 


Uma função tal comoví) = e 1 ' não é de ordem exponencial, pois, como mostrado na 
Figura 7.4, seu gráfico cresce mais rapidamente do que qualquer potência linear de e. 

Todo polinómio é de ordem exponencial visto que, para c > 0, 

l/ w lá Me cl ou — £ M para l > T 

e ct 


Figura 7.4 



TEOREMA 7. 1 Condições Suficientes de Existência 

Seja j{t) uma função contínua por partes no intervalo (0, ») e de ordem exponencial para t > T\ 
então, sua transformada de Laplace existe para todos s > c. 
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Prova 


sfwm = í ‘~ s 'ADdi 

J o 


= í e-"m* + í *~*m di = /i + h- 

J 0 J T 


A integral í\ existe porque pode ser escrita como uma soma de integrais em intervalos nos quais 
e ~ s, f[t)é contínua. Agora. 

I/ 2 IS í \e~ st Attdt<M í e- sl e cl di 
J T J T 


_ + eti 


= M í = - Af ZL — 

J T s ~ 


= M 


- (i - c>r 


.ç “ c 


para s > c. 


Isso implica que a integral / 2 converge para todo j > c. Logo. a transformada existe para todo 
5 > C. □ 


Neste capítulo, trabalharemos somente com funções de ordem exponencial c con- 
tínuas por partes. Observamos porém que essas condições são suficientes, mas não necessárias, 
para a existência da transformada. A função f{t) = t~ 1/2 não é contínua por partes no intervalo 
[0, °o), mas sua transformada de Laplace existe. Veja o Problema 44. 


EXEMPLO 2 


Calcule #{>}. 

Solução Pela Definição 7. 1 , temos 


&{t } = f e~ st t dt. 

J 0 

Integrando por partes e usando o fato de que lim, te ~ 51 = 0. s > 0. juntamente com o 
resultado do Exemplo 1 , obtemos 
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EXEMPLO 3 

Calcule SS{e ~ 3t }. 

Solução Pela definição 7. 1 , temos 


*{*"*> = í e~ s, e~ 3 ' dl 

J o 

= J + 


-e~ {l ♦ 3)1 
5 + 3 

I 


o 

s > -3. 


* + 3 

O resultado segue-se do fato de que lim, " (t + 3,/ = 0 para 5 + 3>0 ouí> 


-3. 


EXEMPLO 4 

Calcule SB{ sen 2 1 ). 

Solução Pela Definição 7.1 e a integração por partes, temos 


.#{sen 2f } = \ e~ 5t stnltdt 


-e sl sen 2/ 


+ 

o * 'o 


2JV- 

s 


cos 2 tdt 


- í e~ u cos 2ldt % s > 0 
* J o 


transformada de 
Laplace de sen 2f 


_ 2 [” -e~ st cos 2/ 

- 4 * 


í sen2/<// 

5 J o 


4 - 7 2 » }- 



lim * J ' cos 2/ = 0, s > 0 



I 
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Agora calculamos #{scn 2/ }: 


l + 


j #{scn 2/ } = ~ 


^{sen 2/ > = — 


2 

s 2 + 4 


s > 0. 


EXEMPLO 5 

Calcule - 5 sen 2f }. 

Solução Pelos Exemplos 2 e 4 e pela propriedade de linearidade da transformada de Laplace, 
podemos escrever 

3?{3/ - 5 sen 2/ } = 3 <V(t } - 5í?{sen 2/ } 

= 3 X 4r - 5 X — 

S- s 2 + 4 


-7s l + 12 
i 2 (í 2 + 4) 


j > 0. 


EXEMPLO 6 

Calcule (a )^{re" 2 '} e (b) *{/V 21 }. 

Solução (a) Pela Definição 7.1 e integração por partes, temos 


${le 


-*) = j 


)di 


= j V‘ I + 2), dí 


5 + 2 o 5 + 2 


_ e -(s ♦ 2V « 

<* + 2) 2 o 
(s + 2) 2 ’ 


5 > -2 


5 > -2. 
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(b) Novamente, a integração por partes implica 


} = 


_,V (l ♦ 2y 

5 + 2 


+ — í te~ is + 2)/ dl 
5 + 2 J Q 


h 


2 Sf{/e- 2, }= 2 


5 + 2 


(S + 2) 3 * 


5 + 2 
5 > - 2. 


5 > -2 

1 1 

<>{pela pane (a) 

<í + 2) 2 



EXEMPLO 7 


Calcule #(/(/) } para 



0 £ / < 3 
/ > 3. 


Solução Essa função contínua por partes está representada na Figura 7.5. Como / é definida 
por duas expressões, sua transformada é expressa como a soma de duas integrais: 





5 > 0. 



Enunciamos a generalização de alguns dos exemplos acima nos próximos teoremas. 
Daqui para frente, não faremos mais referência às restrições de 5; fica entendido que 5 pertence 
a um intervalo que garante a convergência da transformada de Laplace apropriada. 
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Figura 7.5 


TEOREMA 7.2 Transformadas de Algumas Funções Básicas 


(a) sn l> = i 


(b) 9!{t n ) 


(o n**) 


n I 


♦ I 


s - a 


n = 1. 2. 3. 


(d) {sen kl ) = 


(e) ü?(cos kt } 


(f) ^{senh kt } 


(g) #{cosh kt } 


i 2 + ** 


, 2 + * 2 




í 2 -* 2 


A parte (b) do Teorema 7.2 pode ser justificada da seguinte maneira: integração por 
partes proporciona 


$[t n } = í e~ s, t n dt 
J 0 



' 
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OU 

Agora, #{l 


S\l n } = J 2(t n - 1 }, 
l/s, assim, por iteração, segue-se que 


n = I, 2, 3.... 




Embora uma prova rigorosa requeira indução matemática, parece razoável concluir, a partir 
desses resultados, a fórmula geral 


se(t n ) = j 



_ „ (n - 1)! 
' ~ s s " 


n ! 

1 1 ■ • 

s n + I 


As justificativas para as partes (0 e (g) do Teorema 7.2 serão deixadas para você. Veja 
os Problemas 33 c 34. 


EXEMPLO 8 


Calcule i£{sen 2 l }. 

Solução Com a ajuda de uma identidade trigonométrica, linearidade e das partes (a) e (c) do 
Teorema 7.2, obtemos 

I - cos 2/ 

2 

2 s 2 s 2 + 4 


1 


= ^{l>-^{cos2r> 


5? {sen 2 t) 


= *í 


s(s 2 + 


4) 


7. 1 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercidos selecionados estão nas páginas 460 e 461. 
Nos Problemas 1-18, use a Definição 7.1 para calcular 2?{f{t) >. 
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í- m = 


3. xo 


5. XO 


-l. 0 < / < 1 
L i Z I 

/, 0 £ t < I 

I, r 2 1 


I sen/, 0 < t < 
0. I <> n 


2. XO 


4. xo 


Í4, 0 ^ í < 2 

10. / £ 2 

= Í2f + 1. 0 £ / < 

| 0. / > 1 

_ I 0. 0 £ r < *. 

} cos t. i > n/l 




Figurai 7.6 



Figura 7.8 



a b 

Figura 7.9 


II- AD = * 


t ♦ 7 


13. At) = «r* 


-2J - 5 


12 . XO = t 


í4. AO = 'V 


15. XO = * * sen t 


16. XO = e 1 cos t 


17. XO = t cosí 


18 . XO = t senf 


Nos Problemas 19-42, use o Teorema 7.2 para calcular 2? (XO }• 


19. AO = 2» 4 
21. AO = 4/ - 10 
23. AO = » 2 + 6» - 3 


25. AO = <» + 1)- 


20. AO = * 

22. AO = 7/ + 3 

24. AO = -4i 2 + 16» + 9 

26. A0 = (2» - D 3 


27. AO = l + í 


28. AO = » 2 - e'* + 5 


29. AO = O + e*) 2 


30. AO = (*' - e*') 2 
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31. AO = 4 t £ - 5 sen 3/ 
33. AO = senh kt 


32. AO = cos 5/ + sen 2/ 
34. AO = cosh kt 


35. AO = e‘ senh/ 36. AO = e~' cosh / 

37. /(/) = sen 2/ cos 2/ 38. AO = cos 2 / 

39. fit) = cos/ cos 2/ [Sugestão: Examine cos(/j ± / 2 ).| 

40. AO = sen / sen 2/ 

41. /(/) = sen / cos 2/ [Sugestão: Examine sen(/i ± / 2 ).| 

42. AO = scn ^ [Sugestão: sen' / = sen / sen : /.| 

43. A função gama é definida pela iniegral 


y(a) 


í. 


/*- 'e~'dt. 


a > 0. 


Veja o Apêndice I. Mostre que #{/" } = " ■ - } ^ • a > - I. 

Nos Problemas 44-46. use o resultado do Problema 43 para calcular !f (At) ). 


44. AO = / 
46. AO = I 


- 1/2 


3/2 


45. A/) = / 1/2 


47. Moslrc que a função /(») = l/t 2 não possui transformada de Laplacc. 

Sugetão : X |/(/)| = f e ‘ "/(O «// + j e ~ "/(») d/. Use a definiçãode 


integral imprópria para mostrar que e sl f(t)dt não existe. 

J 0 

48. Mostre que. se as funções /e g forem de ordem exponencial para / > T, então o produto fg também 
será dc ordem exponencial para / > 7*. 


7.2 TRANSFORMADA INVERSA 

Na seção precedente, estávamos trabalhando com o problema de encontrar a transformada de 
uma da função, isto é, transformar uma função^/) em outra função F(s) por meio da integral. 
Denotamos isso simbolicamente por S0{AO } = F(s). Agora, trabalharemos com o problema 
inverso, ou seja, dada uma função F{s\ tentaremos encontrar uma função AO cuja transformada 
de Laplace seja F(s). Dizemos então que AO é a transformada de Laplace inversa de F(s) e 
escrevemos 
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MD = sr 1 {F(j) }. 

O análogo do Teorema 7.2 para a transformada inversa é o seguinte: 

TEOREMA 7.3 

(a) dl = ar'|i| 

<W '■-*■‘{77 

(c) 

(d) sen kl = ST 'I - 

(e) cos kl = ST 'I 
(0 senh kt = ST ' 

(g) cosh kt = 3T X 

\ uma Transformada Linear 

A transformada de Laplace inversa é uma transformada linear;* isto é, para constantes acfi, 

ar l [aF{s) + 0G(s) } = a3T'{F(s ) } + ftST'{G{s ) }, 

em que Fc G são as transformadas de algumas funções /e g. 

A transformada de Laplace inversa de uma função F(s) pode não ser única. Veja os 
Problemas 35 e 36. Para nossos propósitos, isso não é tão ruim quanto parece. Se f\ e fi são 
contínuas por partes em [0, ©°) e de ordem exponencial, então, se á?{/j(/) } = }, pode-se 

mostrar que f\ e fi são essencialmente iguais; isto é, elas podem ser diferentes somente nos 
pontos de descontinuidade. 


A transformada de Laplace inversa é na verdade uma outra integral. Porém, o cálculo dessas integrais 
demanda o uso de variáveis complexas, o que está além do escopo deste texto. 
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EXEMPLO 1 


Calcule .Sr l j-Lj. 

Solução Para usarmos a parte (b) do Teorema 7.3, verificamos que n = 4 e então multipli- 
camos e dividimos por 4!. Segue-se que 



EXEMPLO 2 


Calcule ST 




Solução Ao verificar que k 2 = 64, multiplicamos e dividimos por 8 e usamos a parte (d) do 
Teorema 7.3: 


EXEMPLO 3 


Calcule ST 


■ I 31 + 5 

5 2 + 7 


Solução Essa fração pode ser escrita como uma soma de duas frações 

35 + 5 35 5 

s 2 + 7 s 2 + 7 + s 2 + 7 ’ 

Pela linearidade da transformada inversa e por (e) e (d) do Teorema 7.3, temos 


âT 


[ tH~ 7 } = 3ár ’{ } + W ^ 


V? 

5 2 + 7 


= 3 cos V7~r + 4 b 

V7 


sen 


>/Tf. 


Frações Parciais 

O uso de frações parciais é muito importante para encontrar a transformada de Laplace inversa. 
Faremos aqui uma revisão de três casos básicos dessa teoria. Por exemplo, os denominadores de 
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(i) r(s) = 


(i - IX* +2 Xí + 4) F{S) s>(s + 2)3 (l,,) F(S) s \s 2 + 4) 


contêm, respectivamenlc, somente fatores lineares distintos, fatores lineares repetidos e um fator 
quadrático irredutível.* 


EXEMPLO 4 


Calcule 


- 


I 


I X* +2 X* 


+ 4)} 


Solução Existem únicas constantes A, B c C tais que 


I 

(s - I )(s + 2 X* + 4) 



+ 


B 

s + 2 


+ 


C 

s + 4 


A(s 4- 2X5 4- 4) + fl(s - I )(s + 4) + C(s - l)(s + 2) 

<5 - 1X5 + 2X5 + 4) 

Como os denominadores são idênticos, os numeradores são idênticos: 

I = A(s + 2X5 + 4) + B(s - 1X5 + 4) + C(s - 1X5 + 2). 

Comparando os coeficientes das potências de s em ambos os lados da igualdade, sabemos que 
essa última equação é equivalente a um sistema de três equações e três incógnitas A, B e C. 
Porém, podemos determinar essas incógnitas através de substituições. Colocando s = I, 
s = -2c5 = -4, os zeros do denominador (5 - \)(s + 2X5 + 4), obtemos 


1 = A (3X5), 

1 = S(-3X2), 

1 = C(-5)(- 2), 


A = 1/15, 
B = - 1/6, 
C = 1/10. 


Então, podemos escrever 


1 


1/15 


(5 - 1X5 + 2X5 + 4) 5-1 

e assim, pela parle (c) do Teorema 7.3, 


1/6 1/10 
+ 


5+2 5 + 4 


(5 - 1X5 


" lí i *"{771} + TÕ 


* Irredutível significa que o fator quadrático não possui raízes reais. 


366 


Equações Diferenciais Cap. 7 Volume I 



EXEMPLO 5 


Calcule 

Solução Suponha 

5 + I 
í 2 (í + 2) 3 

assim. 


sr 


s + 1 
í 2 (í + 2) 


3 f • 


! + 4 + -£- + _^ + _^ 

Í .V J + 2 (i + 2) 2 (J + 2) 3 


i + 1 = -Mí + 2) 3 + B{s + 2) 3 + Cs 2 (s + 2) 2 + Ds\s + 2) + Es 2 . 

Fazendo s = 0ej = -2, concluímos que B = 1/8 e E = - 1/4, respeclivamente. Igualando os 
coeficientes de $ 4 , í 3 c s % obtemos 


0 = A + C 

0 = M + fl + 4C + D 

1 = 8A + I2B, 

assim A = -1/16, C = 1/16 e D = 0. Daí, por (a), (b) e (c) do Teorema 7.3, 



Aqui, usamos também o resultado do Exemplo 6 da Seção 7.1. ■ 


EXEMPLO 6 

Calcule 



Is - 2 A Z* Ç Ds + E 

P(P _ 4 ) " i + *2 + P + í 2 + 4 


Solução Suponha 
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assim, 

3s — 2 = As 2 (s 2 + 4) + Bs(s 2 + 4) + C(s 2 + 4) + (D.ç + E)s\ 

Fazendo s = 0. vemos imediatamente que C = - 1/2. Agora, os coeficientes de s 4 , s 3 , s 2 e j 
são, respectivamente, 

0 = A 4- O. 0 = B + £, 0 = AA + C, 3 = 4fl, 

Segue-se então que £ =3/4, £ = - 3/4, A = 1/8 e D = - 1/8. Logo, por (a), (b), (e) e (d) do 
Teorema 7.3, temos 



Nem toda função de s é transformada de Laplace de alguma função contínua por 
partes de ordem exponencial. 


[ ' TEOREMA 7.4 Comportamento de F(s) quando s -> «> 

Seja/(/) contínua por partes em 10, «») e de ordem exponencial para t > Ti então 






Um (AO) - 0*. 

jt i *í; >*<!'!’ K-i 

- •: AbvfrSÚt <»ô 

I 


— T — ▼ r w a ■ á y ^ . 


Prova Como J[t) é contínua por partes em 0 £ r £ T, ela é necessariamente limi- 
tada nesse intervalo: 

WOIS Af, = Mie 01 . 

Ainda, l/(r)l< M 2 e Y ‘ 

para t > T. Se M denota o máximo de {Af| A^}} e c denota o máximo de {0, y}, então 

WWOHS f 

''o 

* f°° 

= < M e~ st x 
J o 
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para s > c. Como s — » ©o, temos \&{f(t) }l — > 0 c daí S£{f{t ) } — » 0. 



EXEMPLO 7 

As funções F\ (s) = s 2 c F 2 (s) = s/(s + 1) não são transformadas de Laplacc de nenhuma 
função contínua por partes de ordem exponencial, pois 

Fl($) 0 e F^s) ** 0 

quando s -» Dizemos que 4T 1 {F\(s) } e S&~ 1 [F 2 (s ) } não existem. ■ 


Observação Há uma outra maneira de determinar os coeficientes em uma decomposição em 
frações parciais no caso especial quando &(f(t ) } = F(s) for um quociente de polinómios 
F{s)/Q(s) em que Q(s ) é um produto de fatores lineares distintos : 


F(s) = 


P(s) 


( s - r,)(j - r 2 ) ... ( s - r n ) 


Vamos ilustrar isso com um exemplo específico. Da teoria de frações parciais, sabemos que 
existem únicas constantes A, B e C tais que 

.2 


5 * + 4s - I 


B 


(s - I Xí - 2 )(s + 3) 5-1 5-2 5 + 3 


(D 


Multiplicamos ambos os lados dessa última expressão por. digamos. 5 - 1 . Simplificamos e 
então fazemos 5 = 1 . Como os coeficientes de B e C são nulos, obtemos 


5 Z + 45 - 1 
(5 -2)<5 + 3) 


= A ou A = - 1. 


Agora, para obter Be C repetimos o processo com os fatores 5 - 2 e 5 + 3, respectivamente: 


5 Z + 45-1 


(5- 1) (5-2) (5 + 3) s = 2 


= B ou B = -M- 


5 Z + 45 - I 
(5- 1)(Í- 2) 1(5 + 3)1 

Você deve verificar por outros meios que 

5 2 + 45 - 1 


= C ou C = -7 
s = 3 5 


-I 1 1/5 -1/5 

+ r + 


(5 - 1) (5 - 2) (5 + 3) 5-1 5-2 5 + 3 




Oliver Heaviside (1850-1925) Muitos resultados que apresentamos neste capítulo foram imagi- 
nados e delineados pelo engenheiro eletrônico inglês Oliver Heaviside em seu tratado EUctromag - 
netic Theovj de 1899. Heaviside usou originalmeote aransformada de Laplace como meio para 
resolver equações diferenciais lineares com coeficientes constantes provenientes de sua investigação 
de problemas relacionados com linhas de transmissão. Como muitos de seus resultados carecem de 
prova formal, o cálculo operacional de Heaviside, coroo veio a ser chamado o procedimento, 
inicial mente foí vjste com desprezo pelos mletíiáticot: HeaViside, por sua vez/châraáva essa 
“instituição” matemática de “estúpida”. Quando Heaviside, usando seus métodos simbólicos, foi 
capaz de obter respostas para problemas que os matemáticos não conseguiam resolver, o desprezo 
transformou-se era censura e seus artigos não foram mais pubticados em periódicos matemáticos. 


rv. ■ 

fundamento matemático 
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Esse processo é uma versão simplificada de um resultado conhecido como teorema 
de Heaviside.* 


As respostas dos exercícios selecionados estão na página 462. 

Nos Problemas 1-34. use o Teorema 7.3 para encontrar a transformada inversa pedida. 


3. 


7 . v A + -4 

s 2 * í - 2 


9 . ar' 


"■ r \7hi\ 


2 . 2T 


‘'Ki-ijl 


10. 3T 


“■ ^ s*tt 


7.2 EXERCÍCIOS 
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f c 

r/r\ 1 

i 




s 1 - 16 


17. 

•r 1 

2 .ç - 6 | 

77 ?} 


1 0 

f/r 1 1 

, i 1 


17. 


s 2 + 3j I 


21 . 

sr' 

1 


s 2 + 2s - 3 1 



(ZT 1 í 

0.95 

.1 

LO. 


(s - 0, 1 )(s + 0 . 2 ) [ 

1 C 

ar * 

s 

_i 

Lo. 


(s - 2 (.t - 3Ki - 

► 

6 )t 

77 


2s + 4 


Lí. 

(i - 2 )(j 2 + 45 + 3) 

7Q 


i I 


Ly. 

+ 4) J 


31. 

ar 1 

* -1 



(5 2 + 4)(5 + 2) | 



Sf\ 

1 


30. 

(I 2 + lXí 2 + 4) 

1 


16. 

18. 

20 . 



22 . & 


lí l 

1 j 2 + j - 20 


26 ‘ * |i(í - IX* + lXi - 2)} 

28. rí-r-üi 1 

\ (5 z - 4 s)(s + 5) J 


30. iT 


32. <?T 


34. *r 


I 


5 - 1 


S 2 (S 2 + 1 ) 




9 

65 + 3 


(5 2 + 1)(j 2 + 4) 


A transformada dc Laplace inversa pode não ser única. Nos Problemas 35 e 36. calcule $?(fli) }. 


35. fit) = 


1. r £ 0. / * I. / * 2 

3. t = 1 

4. 1 = 2 


36. At) = 



t Z 0. 1*5 
1 = 5 


7.3 TEOREMAS DE TRANSLAÇÃO E DERIVADA 
DE UMA TRANSFORMADA 

Não é conveniente usar a Definição 7.1 cada vez que quisermos encontrar a transformada de 
Laplace de uma função fit). Por exemplo, a integração por partes envolvida no cálculo de, 
digamos, &{e l t 2 sen3l } é extremamente trabalhosa. Na discussão que segue, apresentamos 
vários teoremas que facilitam o cálculo de transformadas. Isso nos possibilita construir uma lista 
mais extensiva de transformadas sem a necessidade de usar a definição da transformada de 
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Laplace. Embora tabelas extensivas possam ser construídas, (veja o Apêndice II), não deixa de 
ser interessante saber as transformadas de Laplace de funções básicas tais como t n , e al , sen ku 
cos ku senh kit cosh kl 


TEOREMA 7.5 Primeiro Teorema de Translação 
Se a é um número real, então 

~a). 

em que F(s) = S£{J{t ) } 

Prova A prova é imediata, pois pela Definição 7.1, 


r°° r°° 

} = I e- s, e a 'At)di = I e~ (l “ a), At)di = F(s - a). □ 

J Q 

O gráfico de F(i - a)éo gráfico de F(s) deslocado sobre o eixo s para a direita, se 
a > 0, e para esquerda, se a < 0. Veja a Figura 7. 10 



deslocamento sobre 
o eixo s 


(5-2) 


Algumas vezes é útil usar o simbolismo 


em que s — > s - a significa que substituímos j em F(s) por s — a. 


EXEMPLO 1 

* 1 / 

Calcule (a) &\e 5 '/ 3 } e (b) &{e ~ 21 cos 4/ ). 

Solução Os resultados seguem-se do Teorema 7.5 
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(a) *{«V) = 

3! _ 6 
7 s -* s - s (s - 5) 4 

(b) .#{e" 2í cos 4/ } = ^{cos4/ x + 2 


2 cnlão j-a = j-(-2) = í + 2 


5 = 5 + 2 

Í 2 + 16 ,_ 1+2 (í + 2? + 16 

Forma Inversa do Primeiro Teorema de Translação 

A forma inversa do Teorema 7.5 pode ser escrita 


em que ./(/) 


WM )• 


EXEMPLO 2 


Calcule 


'{ttíttt} 


Solução 


{j 2 + 6s + II } ( (^ + 3^ + 2 } 

\ (s + 3) 2 + 2 J 


completando o quadrado 


= áT 


= áT 


= 


■J 4 + 3 2 1 

[ (j + 3J 2 + 2 (i + 3) 2 + 2 J 

’{ <* + 3) 1 + 2 } " ^ ’{ ( S + 3 1 ) 2 + 2 

'{ s2 + 2 " V2 *"*{ 772 *-* J + 3 } 


= e 3/ COS ‘JlF - 3/ sen V5T . <= {de (1) e teorema 7,3 
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EXEMPLO 3 


Calcule 


1 


7 + 


1 


(5 - l) 3 ' S 2 + 2í - 8 
Solução Completando o quadrado no segundo denominador e usando a linearidade, temos 


sr 


1 I 1 1 

~-ií 1 . 1 

(s - l) 3 s 2 +2 j - 8 J 

{(* - l) 3 (í + l) 2 - 9 


-ii r 


*{ — — 
i (í - d 




I (i + D 2 - 9 } 




-*-/ 2 + j^"'scnh3r. 


Função Degrau Unitário 

Em engenharia, encontramos frequentemente funções que podem representar uma dualidade 
como “estar ligado" ou “estar desligado". Por exemplo, uma força externa agindo sobre um 
sistema mecânico ou uma voltagem impressa em um circuito pode ser desligada após um 
período de tempo. É então conveniente definir uma função especial chamada de função degrau 
unitário. 


DEFINIÇÃO 7.3 Função Degrau Unitário 
A função <#(/ - à)é definida por 

<U{t - a) = 


Observe que definimos ?/(/ - a) somente para t maior ou igual a zero. Isso é sufi- 
ciente para o estudo da transformada de Laplace. Em um sentido mais amplo, <W(i - a) = 0 
para t < a. 


0 , 0 £ t < a 

1 , t £ a. 


wmÊÊÈÊtèm 

Esboce o gráfico de (a) Wf) e (b) Ql{t - 2). 
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Figura 7.11 


Quando multiplicada por uma outra função definida para t t 0, a função degrau 
unitário cancela uma porção do gráfico da função. Por exemplo, a Figura 7. 12 ilustra o gráfico 
de sen /, t £ 0, quando multiplicada por <%l(t - 2k): 


AO = sen t *l(t -2 Ji) = 


0 . 

sen/. 


0 £ / < 2ji 
t £ 2j i. 


Figura 7.10 


A função degrau unitário pode também ser usada para escrever funções definidas por 
partes em uma forma compacta. Por exemplo, a função definida por partes 

g (0. 05K» (2) 

h(l\ I 2 a 

pode ser escrita como 

AO = g(0 - 8(0 &(t - d) + h(0 W(t - a). (3) 

Para verificar isso, usamos a definição de Ql(t - a): 

Âl) = * (,) ~ s(,) x 0 + m x °- 0 s ° 

g(0 - g(0 x 1 + h(t) x 1 , t £ a. 
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Analogamente, uma função do tipo 



pode ser escrita 


0 < / < a 
a < t < b 
t > b 


AO = f(r)[«(f - a) - w - b)). 




EXEMPLO 5 


A voltagem em um circuito é dada por 



20 /, 

0, 


0 £ / < 5 
t £ 5. 


Esboce o gráfico de £(/). Expresse £{/) em termos de funções degrau unitário. 

Solução O gráfico dessa função definida por partes está representado na Figura 7. 1 3. Agora, 
de (2) e (3) com g(i) = 20 te h(t) = 0, obtemos 


£(/) = 20 1 - 20/ <&(/ - 5). 



Figura 7.13 


EXEMPLO 6 

0“ ' * ' "Tf " » 

Considere a função y = A0 definida por AO = t*. Compare os gráficos de 

(a) A0 = t\ 

(b) AO = 0. 

(c) At -2), t* 0, 

(d) At - 2) W(i - 20). / > 0. 

Solução Os respectivos gráficos estão esboçados na Figura 7. 14 
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Figura 7.14 



Se a > 0. então o gráfico de y = /(/ - a) é o gráfico de y =J[i), t £ 0, transladado 
para a direita em a unidades. Porém, quando f{t - a) é multiplicada por uma função degrau 
unitário Q/(t - a) da maneira ilustrada na parte (d) do Exemplo 6, então o gráfico da função 

y =A‘ " à)<U(t -a) (6) 

coincide com o gráfico dc y = f{t - a) para t > 0, mas é identicamente nulo para 0 £ / < a. Veja 
a Figura 7.15. 






Figura 7.15 


deslocamento sobre o 
eixo t 


Vimos no Teorema 7.5 que multiplicar a função f{t) por uma exponencial resulta em 
uma translação da transformada F(s). No próximo teorema, veremos que, quando F(s) é multipli- 
cada por uma função exponencial apropriada, a transformada inversa desse produto é a função 
transladada (6). Esse resultado é conhecido como segundo teorema de translação. 



TEOREMA 7.6 Segundo Teorema de Translação 
Se a for uma constante positiva, então 
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Prova Da Definição 7.1, temos 

5?{/t/ - a) *U(t - a) } = [ e~ s 'At - a) W(r - a) dl 

0 
a 

- st 


í e s % - a) Wj - á)dt + J e~ s %t - a) W{t - a)dt 
o 


um para 


zero para 

iZa 


0£í<0 


Agora, seja v = t - a, dv = dr, então 


r°° 

2{f{t - a) í*(/ - a) ) = J + 


•" í e-^dv = e -“ 2(At)). □ 


EXEMPLO 7 


Calcule 

Solução 


Como a = 


^{(' - 2) 3 ®(/ - 2 ) }. 

2, segue-se do Teorema 7.6 que 

.2{(f - 2) 3 «í(f - 2)) = * _2, S!(; 3 } 




A transformada de Laplace da função degrau unitário pode ser encontrada através da 
Definição 7.1 ou do Teorema 7.6. Fazendo f{t) = 1 no Teorema 7.6, então f(t - d) = 1, 
F(s) = ^{1 } = 1/5. e daí 


#{ <#(/ - a)( = • 
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EXEMPLO 8 


Encontre a transformada de Laplace da função mostrada na Figura 7.16. 
Solução Com a ajuda da função degrau unitário, podemos escrever 

AO = 2-3 <U(t - 2) + Wf - 3). 
Usando a linearidade e o resultado (7), encontramos 


2{At)) = #{2 } - 3 #{?/(/ - 2) } + - 3) ) 



EXEMPLO 9 


Calcule Sf { sen t <9f(t - 2jt) }. 

Solução Como a = 2 jz, temos pelo Teorema 7.6 


#{sen t <M(i - 2rr) } = 3?{sen(/ - 2rr) <&(/ - 2rr) } <^{sen nem período 2 _n 


= e~ ms {sent). 


“ 2íT5 


J 2 * I 


EXEMPLO 10 

Encontre a transformada de Laplace da função mostrada na Figura 7.17. 

Solução A equação dessa reta é y = 2l - 3. Para cancelar esse gráfico no intervalo 0 £ / < I , 
multiplicamos por (2/ - 3) ú il(t - 1). O Teorema 7.6 não pode ser aplicado imediatamente no 
cálculo de #{(2/ - 3) 91(1 - 1) }, pois a função a ser transformada não está na forma 
At-a) a). Escrevemos então 2x - 3 em termos de t - 1 , 

2/ - 3 = 2(f - I)- 1. 

Agora estamos prontos para usar o segundo teorema de translação: 

&[(2t - 3) <U(t - 1) } = 2{(2(t - 1) - 1) - 1) } 

= e~ s 2{2 1 - 1 } 
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Figura 7.16 Figura 7.17 


Forma Inversa do Segundo Teorema de Translação 


A forma inversa do Teorema 7.6 é 


f(t - a) *mt - á) = 2T }, 


em que a > 0 cftt) = ÜT [F(s ) }. 


EXEMPLO 11 


Calcule 


[í 2 + 9 


Solução Verificamos que a = ye^r) = 2T 1 j 3 ^ ^ j sen 3 1 . Logo, por 

s 2 + 9 I 3 1 s 2 + 9 li -♦ t - x /2 I 2 I 

-*->(-! )*('-!) 

= icos3r^,-fJ ■ 

Se F(s) = }, então, derivando sob o sinal de integração (teorema de Leibniz), 


temos 




t 




380 Equações Diferenciais Cap. 7 Volume 1 


= f 

J o os 

= - J e~ u tfif)dt 
0 

= - »m ) ); 

assim. } = - 3- }. 

Analogamente. &{‘ 2 Â ‘) } = Se(t x tfl. 1 ) } = - 3- } 

--s(-s í ' w, » l ) = ^ »«»»• 

Os dois resultados precedentes sugerem a fórmula geral para &(t n f(t ) }. 


TEOREMA 7.7 Derivadas de Transformadas 
Paran = 1, 2, 3, 

em que F(s) = }. 



EXEMPLO 12 


Calcule (a) X{te 2 ' }, (b) ${t sen kt }, (c) 2{t 2 sen kt } e (d) ${te~ 1 cos / ). 
Solução Usaremos os resultados (c). (d) e (e) do Teorema 7.2. 

(a) Observe nesse primeiro exemplo que podemos usar também o primeiro teorema de 
translação. Para aplicar o Teorema 7.7, verificamos que n = 1 cf[t) = e 3/ : 


*<**> = -~ #{e 3t } 


(b) SB{t sen kt } = - -j- J2{sen kl } 

as 


d_ 

ds 


(^) 


2 ks 


(s 2 + k 2 ) 2 


d_ 

ds 



1 

(S - 3)2 ‘ 
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(c) Fazendo n = 2 no Teorema 7.7, essa transformada pode ser escrita como 


&[t 2 sen kt } = — r J£{sen kt } 

ds~ 

e daí, calculando as duas derivadas, obtemos o resultado. Altemativamente, podemos usar o 
resultado obtido na parte (b). Como t 2 sen kt = /(/ sen kt) % entào 

${t 2 sen kt ) = - -j- #{/ sen kt ) 

as 


= -<L{ V* \ 

ds [ ( 5 2 + lc 2 ) 2 j 


Derivando e simplificando, temos 


. 2 , , 6ks 2 -2k 

${t 2 sen kt) = 


(í 2 + k 2 > 3 


(d) ■#{**"' cosí <e{e~ l cost } 

as 

= - í iP{cos 




) 

(J + I) 2 + 1 J 



(J + 1) 2 - 1 
l(í + I ) 2 + IJ 2 


< H pela parte (b) 


7.3 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 462 e 463. 
Nos Problemas 1-44, encontre F(s) ou f(t) como indicado. 

1. #{«"’'} 2. anu-*} 


3. ^{/V 2 *} 

5. £?{e' sen 3l } 


4. &{i lo e~ 7 ' ) 

6. «(í' 2 'cos4í > 


7. #{e 5 ' senh 3/ ) 

9. se(t(e' + e 21 ) 2 } 




10. á?{e - l) 2 > 
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U. Í?{e"'sen 2 í} 

13 . sr‘l — !— jl 
1 (s + 2) 3 j 

is. sr'!- — 1 

} s 2 - 6s + 10 J 

17. - l 

[ + As + 5 ] 

19. sr'í — í— l 

1 < 5 + l > I 

2 L 

1 * 2 (*+ 1 ) 3 J 

23. - I )W(l - D) 

25. SB{t <U(t - 2) } 

27. &{ cos 2/ <#(/ - ji) ) 


29. #{(/ - i)V’ 1 W - D) 


31. ar 


33. 4T 


I * 


I « 


5 2 + l 


35. 

\s(s + 1) 
37. #{f cos 2/ } 
39. se(t 2 senh í ) 
41. .2{/e 2 ' sen 6r } 


43. ST 


(s 2 + l) 2 } 


12. &{c 1 cos 2 3i ) 


16. JT 


14. tf' 1 ! ! 7 

1 (S - D* 

16. sr'\- — l - 

} s 2 + 2i + 5 

is. sr 'I — 

\ I 2 + 6s + 34 

20. — 5f_] 

1 <* - 2) 5 


22. sr 


lí(£J_«í 

1 (s + 2) 4 


24. se{c 2 -' w - 2)) 
26. y{(3f + 1) «i 1(1 - 3) } 


28. sei sen t 


30. sefie 1 - 5 «(f - 5) ) 


Hl 


32. *r 


34. sr 


36. sr 


Jo+i- 2 * 


s + 2 


'te 

te 


38. &(t senh 3/ } 

40. &{t 2 cos f } 

42. 2(te~* cos 3/ > 


44. 5T 


.{_£±_L 

1 (s 2 + 25 + 


Nos Problemas 45-50, identifique o gráfico das funções de (aHO- O gráfico de yd) está representado na 
Figura 7.18. 


(*) /(0 - f(t) W{t - a) . 


(b) /(/ - b ) **(/ - 6) 


(c) /(0 «*(r - a) 


W f(t) - /<0 «(f - *) 
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Nos Problemas 51-58. escreva cada função em termos de funções degrau unitário. Encontre a transformada 
de Laplace da função dada. 


51. /(/) = 



0 £ / < 3 
/ £ 3 


53. /(O 



0 £ r < 1 

1 > 1 


55. m 


í. 0 £ í < 2 

0. / ü 2 




pulso retangular 


Figura 7.23 


52. m = 


54. f(t) = 


56. /(/) 
58. 


1. 

0 < / < 4 

0, 

4 £ / < 5 

l. 

r 2; 5 

0. 

0 £ / < 

sen 

^ 3 * 
/. / £ y 

sen /. 0 £ / < 

0. 

r > 2 jc 


M 

3 

2 - 

1 


+ 


3rt 

2 


+ 


■i V 


12 3 4 

função escada 

Figura 7.24 


Nos Problemas 59 e 60. esboce o gráfico da função dada 

-1 


59. /(/) = 


I 


J_ 

* 2 ~ * 2 


60. /(O = + 


Nos Problemas 61-64. use o Teorema 7.7 com n = 1 

/(0 = -i ir , jA f(f) } 

para encontrar a transformada de Laplace inversa dada. 




62. 

i í + >1 


■{t - § j 

64. 


82 

r >ji_ colg -.lj 
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7.4 TRANSFORMADA DE DERIVADAS, INTEGRAIS E 
FUNÇÕES PERIÓDICAS 


Nosso objetivo é usar a transformada de Laplace para resolver certos tipos de equações diferen- 
ciais. Para isso, precisamos calcular quantidades como SP [dy/d t } e &{d 2 y/dt 2 ). Por exemplo, 
se /' for contínua para / > 0, entào a integração por partes proporciona 


«{/"(»)} = { e~ a f\t)dt 


= e~"i 


H * +s í e- s, Mdt 
0 0 


= -m + sxm } 

ou snr<f ) } = - xo> <d 

Aqui, estamos supondo que -» 0 quando / -» Analogamente, 

0 } = í e~ a f"(t)dt 
0 

««"*/'< o| + Í J e~“f\t)dl 

'o o 

= -/'(O) +sZ{f’(t) ) 

= i [5f(í) - XO)) - /'(O) 

ou Se{J‘\t) ) = í 2 f(í) - m ~ /'(O). (2) 

Os resultados em (1) e (2) são casos especiais do próximo teorema, que fornece a transformada 
de Laplace da n-ésima derivada de /. A prova será omitida. 


TEOREMA 7.8 Transformada de uma Derivada 

Se fit), f\t), .... f^ n ~ ,J (/) forem contínuas em [0, <*>), de ordem exponencial, e se f**\t) for 
Contínua por partes em [0, «), então 

an /%) ) = i-fTí) - 1- - l m - x* - V'(0) «(O), 


:^nque/Xí) = }. 




iãm 
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EXEM P LO • 

Observe que a soma kt cos kt + sen kté a derivada de t sen kt. Então, 

SP {kl cos kt + sen kt } = ~ (r sen kt) J 

= sSP{t sen kt } 


<= ! p° r 


= s ^ SB{ sen kt } 

( 2ks ) 2 k 

S [{s 2 + k 2 ) 2 J (s 2 + 


pelo teorema 7.7] 




2x2 


Convolução 

Sc as funções /e g forem contínuas por partes em [0, oo), então a convolução de /e g, denotada 
por / * g,é dada pela integral 

/*« = J f(T)gO - r)dr. 

0 

Deixamos como exercício mostrar que \^flx)g{t - x)dx = \ ' o f{t - x)g(x)dx\ istoé, 

/* 8 = g */ 

Veja o Problema 29. Isso significa que a convolução de duas funções é comutativa. 




EXEMPLO 2 


A convolução de f{t) = e l e g(t) = sen ré 


e‘ * sen t 


= í e x sen(/ - x)dx 
o 

= ^(-sen t - cos r + e‘). 


(3) 


(4) 


É possível calcular a transformada de Laplace da convolução de duas funções, como 
em (3), sem precisar resolver a integral como fizemos em (4). O resultado que segue é conhecido 
como teorema de convolução. 
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TEOREMA 7.9 Teorema de Convolução 

Sejam /(/) e g(r) funções contínuas por partes em [0, «) e de ordem exponencial; então, 

2Hf»g) = st m )&{g(o } = ffsXHs). 

Prova Seja F(s) = Se[f(t) ) = \ e~ SI f(x)dx 

J o 

e G(i) = 2{g(t)) = í e-^gWdfi. 

0 

Procedendo formalmente, temos 

f(i)G(í) = | j J j^-‘Pg(fi)dp j 

= í f e-fi + PfàgWdxdP 
0 *0 

= 1 fix)dx j e-'"** g(fi)dp. 

■'o 'o 

Fixando t e fazendo / = r + /?,<// = d p, temos que 

F(s)G(s) = j flj)dx í e-«g(t - x)dt. 

0 l 

No plano t r, estamos integrando sobre a região sombreada da Figura 7.27. Como / e g são 
contínuas por partes em [0. <») e de ordem exponencial, podemos inverter a ordem de inte- 
gração: 


x = / 



Figura 7.27 
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F(s)G(s) = j e~ s, dt \ flr)g(t - r)dr. 


-£"{í 


Ar)g(i - r)<fr | í/r = ${f*g) 


Quando g(t) = I e G(í) = l/í. o teorema da convolução implica que a transformada 
de Laplace da integral de uma função / é 




(5) 


EXEMPLO 3 


Calcule 



sc n(/ - x)dx 



Solução Com j[t) = e‘ c g(í) = sen/, o teorema da convolução diz que a transformada de 
Laplace da convolução dc f e g é o produto de suas transformadas: 



sen(/ - x) d t 


= } x #{sen ' ) 


1 


1 


s - 1 


í 2 + I (s - lXi 2 - D 


Forma Inversa do Teorema da Convolução 


O teorema da convolução é algumas vezes útil no cálculo da transformada de Laplace inversa de 
um produto de duas transformadas. Pelo Teorema 7.9, temos 




EXEMPLO 4 


sr 


1 


(s - IX* + 4) 


)■ 


Calcule 
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Solução Podemos usar frações parciais, mas verificamos que 

F(s) = — í— e CHs) = — - 
s - 1 s + 4 


logo. ST '{F(i) )=/(,) = *' e ÜT '{C(í) } = «(0 = í" 41 . 

Conscqüentemente, por (6) obtemos 

4) } " - XU ' - í/'- 4 " _ 



dx 



EXEMPLO 5 

Calcule 



Solução Seja 


m = g(s) 


s 2 + k 


assim J[t) = g(t) 

Nesse caso, podemos concluir de (6) que 


= í^‘ T* 

k s 2 + 


1 


l ^ sen kt. 


ar 


{ (s 2 l k 2 ) 2 } k 2 1 


sen kx sen k(t - x)dx. 


Agora, temos as seguintes igualdades trigonométricas 

cos(A + B) = cos A cos B - sen A sen B 


(7) 


co s(A - B) = cos A cos B + sen A sen B. 
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Subtraindo a primeira da segunda, obtemos a identidade 

sen A sen B = ^ [cos(/\ - B) - cos(j4 + 0)]. 

Fazendo A = kx e B = k(t - r), podemos calcular a integra! em (7): 


ÍT 1 J 


7I¥ = 2pí ICOS * (2r " 0 " cos *' |ár 


> fi 

2k* [2k 


sen k( 2r - /) -r cos 


-I 


sen kt - kt cos 

2A 3 


Transformada de uma Função Periódica 

Sc uma função f periódica tem período T, T > 0, então sua transformada de Laplace pode ser 
obtida por uma integração sobre o intervalo [0, 7*]. 


TEOREMA 7. 1 0 Transformada de uma Função Periódica 

Seja J(t) contínua por partes em (0, <*J e de ordem exponencial. Se/(/) for periódica de período T, 


então 


*W0) 








(8 




Prova Escreva a transformada de Laplace como duas integrais: 

em ) = í e-"Mdt+[ e~ s 'J[t)dt. 

0 T 

Quando fazemos t = u + T, a última integral em (9) toma-se 

J e~ s %t)dt = [ e- ,( “ + r, /(« + rjdií = f- ir [ e~ su Mdu = e~ sT 9?(J{i) }. 

J T J 0 J 0 


(9) 


Logo, a igualdade (9) é 


rT 

em } = J e-‘%)dt + e- sT sem }. 
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Explicitando &{f{t) } na equação acima, obtemos o resultado: 


*m ) = 




EXEMPLO 6 

Encontre a transformada de Laplace da função periódica representada pelo gráfico da Figura 
7.28 


Solução No intervalo 0 < t < 2, a função pode ser definida por 



0 £ t < 1 

1 £ / < 2 


e fora do intervalo por/(/ + 2) = f(t). Como T = 2, usamos (8) e integração por partes para 
obter 


*wo> = 






1 - (í + \) e ~‘ 



Figura 7.28 


( 10 ) 



O resultado em (1 1) do Exemplo 6 pode ser obtido sem calcular a integral se fizermos 
uso do segundo teorema de translação. Se definirmos 



{ 


U 

0, 


0 < / < 1 
t > I, 


é 
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então f(l) = g(/) no intervalo [0, 7], em que 7=2. Mas podemos expressar g em termos de 
funções degrau unitário como 

g(t) « 1 - f «(* - I) ~ - (t - 1) *l(i - 1) - m - 1). 

Com isso, (10) pode ser escrita como 

*m ) = í ~ _[-ís *(g(» ) 



2{t — (/ - 1) *1(1 - 1) - *1(1 ~ 1) ) 


1 1 1 

^7*[s 2 s 


\e~ s 



Verifica-se facilmente que a expressão entre colchetes é idêntica a (1 1). 


7.4 EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 463 e 464. 

1. Use o resultado (d/dt]e‘ = e 1 c (1) desta seção para calcular 2(e ' }. 

2. Use o resultado (d/dt) cos 2 1 = - sen 2/ e (1) desta seção para calcular #{cos 2 t }. 

i 

Nos Problemas 3 e 4. suponha que uma função y(t ) tenha a propriedade ><0) = 1 e y (0) = - I. Encontre 
a transformada de Laplacc da expressão dada. 

3. y" + 3y' 4. y" - 4y' + 5y 

Nos Problemas 5 e 6. suponha que uma função tenha a propriedade ><0) = 2 e y'(0) = 3. Encontre a 
transformada de Laplacc de y(f ), supondo que a função y(/) satisfaça a igualdade indicada. 

5. y" - 2y' + y = 0 6. y" + y = I 

Nos Problemas 7-20. encontre a transformada de Laplace da função dada sem resolver a integral. 
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13. í 

IS. Sf{ 1 • t 3 ) 16. i?{l * e ' a } 

17. se{l 2 • t *) 18. se[l 2 • te') 

19. #{*"' * e 1 cos f } 20. • sen f } 

Nos Problemas 21 c 22. suponha '{F(j) } = /(/). Bncontrc a iransformada de Laplace inversa da 
função dada. 

21. — f — fl» 22. 

* + 5 s 1 + 4 



Nos Problemas 23-28. use (6) para encontrar /(/). 


23. ST 


I 


1 


s(s + 1)1 


25. sr 


(s + lXí - 2)} 

27. sr '\ — s - — 1 
i U 2 + 4) 2 J 


24. ST ' (—* ( 

l*c * 2 + 1)J 

■i — i— 1 

1 (* + d 2 


26. ST 


28. 


'I ~ 

1 (i 2 + 4 j + 


5) 2 


29. Prove a propriedade comutativa da convolução/* g = g •/. 

30. Prove a propriedade distributiva da convolução/* (g + h) = /* g + /• h. 

Nos Problemas 3 1-38, use o Teorema 7.10 para encontrar a transformada de Laplace da função periódica 
dada. 

31. 32. 


m 

f . 



1 

i ; * r~ íwi 

i i i f 

; : , i-l 



a; 2a; 3o| Aa\ i 

| 1 I | [ 

1 1 I • 

1 1 t 1 

1 1 1 1 

-1- 


ú 2a 3a 4fl 


função meandro 

onda quadrada 


Figura 7.29 

Figura 7.30 
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onda scnoidal retificada 

Figura 7.33 

37. /(/) = senr 
f(t + 2 n) = /(/) 



onda senoidai scmi-rctificada 

Figura 7.34 

38. /(f) = cosí 
71 * + 2 *) = /(/) 


7.5 APLICAÇÕES 

Como SB(y (n \t) }, n > I depende de y(/) e de suas n - I derivadas no ponto / = 0. a transfor- 
mada de Lapiace é apropriada para problemas lineares de valor inicial com coeficientes constan- 
tes. Esse tipo de equação diferencial pode ser reduzida a uma equação algébrica na função 
transformada Y(s). Para ver isso. considere o problema de valor inicial 

d "v d n ~ *v dv 

a "-^n+ a n-l ^ = g(f) 

y( 0) = >o. y'm = y\ .... y (M ~ °(0) = y? " ‘l 

em que a„ i = 0. 1, .... n e /o* •••» 3\í" ” ^ são constantes. Pela propriedade de lineari- 
dade da transformada de Lapiace, podemos escrever, 

a " * In" + fln ~ 1 *' dt^ + - + ao#{y } = *{g( 0 )• 

Pelo Teorema 7.8, (1) toma-se 

[s "K(i) - j" - 1 y(0) - ... - y (n ~ ‘>(0)] + 


(D 
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a„ _ | [í" - 'K(s) - s n - 2 yiO) - ... - y<" - 2, (0)1 + ... + ^(s) = G(s) 

OU 

[a n s n + a n - |/* _ 1 + ... + ao|K(5) = a„[s n ~ l yo + ... yo ” !> ) 

+ “ 2 y 0 + -.+ j# " 2) 1 + (2) 

cm que Y(s) = #{>•(/) } c G(s) = #{g(/) }. Explicitando JXs) em (2), encontramos ></) através 
da transformada inversa 

y(l) = ST l lY(s)}- 

O procedimento está esquematizado na Figura 7.35. Observe que esse método incorpora as 
condições iniciais prescritas diretamente na solução. Portanto, não há necessidade de operações 
separadas para determinar constantes na solução geral da equação diferencial. 


Figura 7.35 


EXEMPLO 1 

Resolva ^ - 3y = e*. y{ 0) = 1. 

at 

Solução Calculamos primeiramente a transformada de cada membro da equação diferencial 
dada: 

*{di} - = • 2?{e2,} - 

Dai, 2>{dy/dt } = sY(s) - y( 0) = sK(í) - le^{e 2, }= l/(s - 2). 



Resolvendo 


sY{s) -1-3 Y(s) = 
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obtemos 

Usando frações parciais: 


Y(s) = 


s - 1 


(s - 2X5 - 3) 


5 - I = A B 

(s _ 2X5 - 3) 5-2 5 - 3 ’ 


o que implica s - 1 = A(s - 3) + B(s - 2). 

Fazendo s = 2es = 3na última equação, concluímos que A = - I e B = 2, respectivamente. 
Consequentemente. 




2 

5-3 



Pela parte (c) do Teorema 7.3, segue-se que 



* + 2e il . 



E X EM P L O :. 2 

Resolva y" - 6/ + 9y = 1 2 e 3 ', y(0) = 2. y'(0) = 6. 

Solução V[y" } - 6St{y’ } + 9 2{y ) = *{í 2 «* } 


s 2 Y(s) - sy{0) - y(0) - 6[íK(í) - >(0)1 + 9Y(s) = 


(i - 3)' 


2\Í } 


*C/>| \nyi] \zi' 2 *)\ 


Usando as condições iniciais e simplificando, temos 


(i 2 - & + 9)Y(s) = 2i - 6 + ^ _ 2 - 3 )3 


(s - 3) 2 r(í) = 2(s - 3) + 


Y(s) = 


(s - 3 Y 

2 


~ 3 0 - 3) 5 
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assim, 


*> - ^ '{ rh} + h ■{ jrn?} 


Pelo primeiro teorema de translação, concluímos que 


Portanto, 




A' ) = 2e3, + j2 


EXEMPLO 3 


Resolva 


y" + 4/ + 6y = 1 + e~‘, AO) = 0, /(O) = 0. 


Solução 


Z{y"}+ 4D f(y'} + 6 &{y) = ${ 1 } + 


* 2 1W - sAO) - >''(0) + 4(sKí) - y(0)i + 6Y(s) = j + j-j-j 

(Í 2 + 4s + 6 Mi) = * !■ 


IX») 


í(í + D 

2 s + 1 

s(s + IX* 2 + 4s + 6) 


Por frações parciais 


2s + l _A B Cs + D 

s(s + IXí 2 + 4í + 6) s + s + 1 s 2 + 4s + 6 

o que implica 

2s + 1 = /t(í + l)(í 2 + 4 í + 6) + Bs(s 2 + 4s + 6) + (Cs + £>)í(í + I). 

Fazendo s = 0 e s = - 1, concluímos, respectivamente, que A = 1/6 e B 
Igualando os coeficientes de s 1 e j, obtemos 

A + B + C = 0 

1QA + 6B + D = 2, 

daí segue-se que C = — 1/2 e D = - 5/3. Logo, 

w . 1/6 1/3 -s/2 - 5/3 

1m -t+;tt v+4, + 6 


= 1/3. 


* 
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1/6 1/3 (- 1/2 X* ^2)- 2/3 

* * + 1 (i + 2) 2 + 2 


= 2^6 + 1/3 _ ]_ 5 + 2 _ 2 I 

* s + I 2 (í + 2 ) 2 + 2 3 (i + 2 ) 2 + 2 

Finalmente, pelas partes (a) e (c) do Teorema 7.3 e pelo primeiro teorema de translação 
concluímos 



EXEMPLO 4 * 

Resolva x" + 16x = cos 4 f, *(0) = 0, *'(0) = 1. 

Solução Lembre-se de que o problema de valor inicial pode descrever o movimento forçado, 
sem amortecimento e ressonante de uma massa em uma mola. A massa parte com velocidade 
inicial de 1 unidade de comprimento por segundo para baixo a partir da posição de equilíbrio. 

Transformando a equação, temos 


< f2 + - 1 + 7 TÜ 


* (,) = 7ÍT6 + Ftl 

Com a ajuda da parte (d) do Teorema 7.3 e do Teorema 7.7, encontramos 



4 


j 2 + 16 





= -7 sen 4/ + ^ l sen 4r. 
4 o 




Resolva 


x "+ i6x=m m = o , 


*'(0) = 1, 
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em que 



cos 4 í, 

0 , 


0 < / < n 

t > 71. 


Solução A função f[t) pode ser interpretada como uma força externa agindo sobre um sistema 
mecânico por um curto período de tempo e que depois é removida. Veja a Figura 7.36. Embora 
esse problema possa ser resolvido pelos métodos convencionais, o procedimento não é definiti- 
vamente conveniente quando flf) é definida por partes. Com a ajuda de (2) e (3) da Seção 7.3 c 
da periodicidade do co-seno, podemos reescrever f em termos da função degrau unitário como 


f[t) = cos 4/ - cos 4f */(/ - 7Z) = cos 4 1 - cos 4 {t - ti) V/(/ - ti). 


O segundo teorema de translação proporciona 


&{*"}+ 16 sp(x } = se[/[t)} 


s 2 X(s) - SJi 0 ) - x'(0) + 16 X(s) = 


s 


- xs 


s 2 + 16 *2 + 16 


í* 2 + 16 )X(í) = I + — 

s 2 +16 s 2 + 16 ' • ' 

X(s) = — 7— + — ^ j ^ 

j 2 + 16 (í 2 + 16) 2 (s 2 + 16) 2 

Pela parte (b) do Exemplo 12 da Seção 7.3 (com k = 4), juntamente com (8) desta seção, 
obtemos 



= 7 sen 4í + | í sen 4í - ^ (/ - n) sen 4 (/ - n) - Tt). 
4 o o 


A solução encontrada é a mesma que 



— sen 4 1 + — t sen 4/, 
4 8 

2 + 71 

— õ — sen 4 1 , 


0 <, t < Tt 

1 2 Tt. 


Observe no gráfico de *(/) na Figura 7.37 que a amplitude de vibração se torna estacionária tão 
logo a força é retirada. 
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EXEMPLO 6 

Resolva 
em que 


y" + 2y + y = m m = 0 , /(O) = 0 . 

f{t) = <9/(t - 1) - 2#(í - 2) + 9l(i - 3). 


Solução Pelo segundo teorema de translação e algumas simplificações, a transformada da 
equação diferencial é 

•> e~ s e~ 2s e~ is 

(i + i) 2 rw = - 2 £ -j- + L j- 


K(í) 


-í 


- 2r 


-3í 


í(j + o 2 j(í + o 2 j(í + d 2 

Com a ajuda de frações parciais, a última equação toma-sc 

m = í 1 - - 1 - afl - - & i-jl.-* 

5 í + I ($ + l) 2 J [ J 5 + 1 (5 + 1) 2 J 


l 

S 


1 


J L-3 5 

+ 1) 2 J 


5 + I (S 

Novamente, usando a forma inversa do segundo teorema de translação, encontramos 

y(t ) = [l-e-^-n-íf-iy-í'- 1 )] 4 fc(r- |)-2[l-e“^“ 2 ) -(/-2y- (, “ 2) ] ^(/-2) 

+ [l-e" (f “ 3 >-(r-3)e- (, - 3) J ^(/-3). I 


Equação Integral de Volterra 

O teorema da convolução é útil para resolver outros tipos de equações em que uma função 
não conhecida aparece sob um sinal de integração. No próximo exemplo, resolveremos uma 
equação integral de Volterra. 
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ÃD = g(0 + J Ãt ) h(t - r)dx 


para /(/)• As funções g(t) e/i(í) são conhecidas. 


EXEMPLO 7 


Resolva 




Solução Segue-se do Teorema 7.9 que 

xm) = 3^{i 2 }- >*{*'} 

F(i) = 3x^- — - f(í) X — ^ 

J + I J - 1 


Portanto, 


f. + — Uw-4-L 

^ i - 1 J i 3 J + I 


í - I i + I 


f(*> 


6<j - 1) 


j - 1 
í(j + 1) 


4 + i 

s * s 


2 

s + 1 


para flt). 


frações parciais 




= 3 et 2 - t 3 + I - 2e~'. 


Circuitos em Série 

Em um circuito em série, a segunda lei de Kirchhoff diz que a soma da queda de tensão em um 
indutor, resistor e capacitor é igual à voltagem impressa E(t). Sabemos que a queda de tensão 

através do indutor = L ~ • através do resistor = Ri(t\ 

at 
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edocapacitor = ~ J i(x)dx , 


em que /(/), é a corrente cLRcC são constantes. Veja a Seção 1.2. Segue-se que a corrente em 
um circuito como o representado na Figura 7.38, satisfaz a equação íntegro-diferencial 


\ a i(l)dx = 


m 


EXEMPLO 8 

Determine a corrente /(/) em um circuito em série L-R-C quando L = 0,1 hcnry, R = 20 ohms, 
C = 10“ 3 farad, í(0) = 0 e a voltagem impressa £(f) é como a dada na Figura 7.39. 

Solução Como a voltagem está desligada para t Z 1, podemos escrever 

£(/) = \20t - I20f *l(t - 1). (4) 

Mas, para usarmos o segundo teorema de translação, devemos reescrever (4) como 

£(/) = 1 20r - 120(/ - I) - I) - 120 - l). 

A equação (3) então torna-se 

i. ç I 

0,1 ^ + 20í + 10 3 i(T)dr = 1 20 - I20(r - I) ®(f - 1) - 120 <8<í - 1). (5) 

at • n 


Agora, pelo Teorema 7.9, 


•lí 


Í(x)dT [ = 


I(s) 


em que I(s) = £?(í(f) }. Logo, a transformada da equação (5) é 


0,1í/(í) + 20/(j) + 10 3 — = 12o[ — - - - e~ s 

s L* 5 5 


ou, após multiplicar por 10s, 


(j + 100) 2 /(í) = 1200 i - -e~ s - e~ s 

s s 


I(s) = 1200 


s(s + 100) 2 s(s + 100) 2 


«T 5 - 


(5 + íoo y 
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li ü l i 


I 

E 

'T 


u 


c 

Figura 7.38 



Usando frações parciais, podemos escrevei 


/(*) = 1200 


1/10.000 1/10.000 


1/100 


1 / 10.000 


-x 


s + 100 (5 + 100) 2 


1 / 10.000 .. 1/100 .. I 

+ —e s + rf s 


— s 


*+100 ' ( í +[ 00) 2 ( í + 100) 2 

Empregando a forma inversa do segundo teorema de translação, obtemos 

i(D = ^[i - «(» - i)i - n «(í- m 

- 12/e -100 ' - I188(/ - De' 100 *' * ^«(l - 1). 


EXEMPLO 9 

A equação diferencial para a corrente i(/) em um circuito em série L-R é 

L j t + Ri = £(í). 

Determine a corrente i(0 quando i(0) = 0 e £(í) é a função representada na Figura 7.40. 


( 6 ) 


£(/) 

1 


Figura 7.40 


H 1 h 


Solução A transformada de Laplace da equação é 

Lsl(s) + Rl(s) = &{E{t) }. 

Como £(r) é periódica com período T = 2, usamos (8) da Seção 7.4: 


( 7 ) 
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} 


- 7T7^ 

= í J 1 x e~ s, di + J 0 x e~ s ‘ dl ' 

1 - * l 0 0 , 


1 - e 


~ S 


1-e" 21 * 


l-^ a (l +0(1 - *‘) 1 


Portanto, de (7) concluímos que 


1 


s(l + e-*) 


Ks) 


\/L 


s(s + R/L)( 1 + e~ ') 


(8) 


Para encontrar a transformada de Laplace inversa dessa função, usamos primeiramente uma 
série geométrica. Lembre-se de que, para W < 1, 


1 


1 + x 


= 1 - X + x 2 - X 5 + ... . 


Substituindo x por e *, s > 0. temos, 


1 


= 1 - e 5 + t?" 2 * - e~* + ... . 


1 + e 


- j 


Escrevendo 


I = UR _ UR 
s(s + R/L) s s + R/L 


(8) toma-se 


m = i 


\ 


1 


s s + R/L 


(1 - _ e -* + ...) 


1 

R 


f i e~ s + e- 2 * e-* t 1 jf 1 g~ J g" 25 _ _£ 

t s s "J + 5 + tf/L + tf/Z. j + 


-3j 


/?/L 


+ ... 


Empregando a forma inversa do segundo teorema de translação em cada termo de ambas as 
séries, obtemos 

j (1 - «to ~ D + - 2) - <fc(r - 3) + ...) 
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- ^(e- R,/L -e~ Ki '~ lVL W(t- l)+e~ Kl '~ 2)/L <«(/- 2)-e' R(l ~ 3yL <t»/(r-3)+ ...) 

K 

ou de maneira equivalente 

»'(») = jj(l - e' R,/L ) + J I, (~ W " *~ K< ‘ ' nVL ) *(' - ">• ■ 

n = I 

Para interpretar a solução do Exemplo 9, vamos supor, apenas para ilustrar, que 
R = l.L = 1 e 0 £ r < 4. Nesse caso, 

/(*)= 1- e-‘- (1- e'-')tí(i - 1)+ (I- - 2)- (1- e-<'- 3 >)®(r - 3); 

em outras palavras. 


'(') = 


. r ' + ^-l,. r(í -2) + í -(i-3) 


0 £ t < 1 

\ <, t <2 

2 <> t < 3 

3 £ t < 4. 


O gráfico de i(f) no intervalo [0, 4] está representado na Figura 7.41. 



Figura 7.41 


Vigas 

No Exemplo 9 da Seção 1.2, vimos que a deflexão estática y(x) de uma viga uniforme dc 
comprimento L suportando uma carga h<x) por unidade de comprimento satisfaz a equação de 
quarta ordem 

El & = M-(x), (9) 

dx* 

em que E é o módulo de elasticidade de Young e I é um momento de inércia de uma seção 
transversal da viga. Para aplicar a transformada de Laplace à equação (9), supomos que h-(x) e 
y(x) estão definidos em (0, «>) e não só em (0, L). Note também que o próximo exemplo é mais 
um problema de valor de contorno do que um problema de valor inicial. 




406 


Equações Diferenciais Cap. 7 Volume 1 


EXEMPLO 10 

Uma viga de comprimento L está fixa em ambos os extremos (engastada). Veja a Figura 7.42. 
Nesse caso, a deflexão y(x) satisfaz (9) e as condições 

>i 0) = 0, y{L) = 0, /(O) = 0 e y'(L) = 0. 

As duas primeiras condições indicam que não há deflexão vertical nas extremidades; as outras 
duas significam que a linha de deflexão é horizontal nos extremos. Encontre a deflexão da viga 
quando uma carga constante w0 está uniformemente distribuída ao longo de seu comprimento, 
isto é, quando w(x) = wq, 0 < x < L. 



Solução A transformada de Laplacc da equação (9) é 


EI(s a Y(s) - 5 3 ><0) - *V( 0) - sy"(0) - /"(0)) = ^ 


**m - , . v ~(0) - /"(0) = 


Se C| = y"(0) e C2 = /"(O), então 


Y(s) = 3 + ^ + A 
j 3 j 4 Eis' 


e consequentemente 


= + ^x 3 + ^ x 4 . 


Í2. «-ll 4! 
4!E/ ^ 1 -5 


2 6 24E/ 

Pelas condições dadas, y(L) = 0 e y\L) = 0, a última equação conduz ao sistema 

£1 L 1 + ^L 3 + J3L H _ o 

2 L + 6 L + 24EI L ~ ° 


c ' L + l í l2 + S i3 - °- 


Resolvendo, encontramos C| = woL 2 /12EI e c 2 = - vjtfJTEl. Logo, a deflexão é dada por 


«(X) = X 2 - X 3 + -Í2_ x 4 = 

24 £/ 12 £/ 24£7 24E/ 


x 2 (x - L) 2 . 
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7.5 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 464 e 465. 

Uma tabela das transformadas de algumas funções básicas aparece no Apêndice II. 

Nos Problemas 1-26, use a transformada de Laplace para resolver a equação diferencial dada sujeita às 
condições iniciais indicadas. Quando apropriado, escreva f em termos dc funções degrau unitário. 


1. 

di 

dl 

- y = 1. ><0) = 

= 0 

2. 

^ + 2y = /. y(0) = — 1 

3. 

/ 

*■ 4y = e -4 *. y<0) = 2 

4. 

y' - y = sen í, ><0) = 0 

5. 

>" 

+ 5 y' + 4y = 0. 

y<0) 

6. 

y" - 6/ + 13y = 0. y(0) 


= 1 

. y'< 0) = 0 



= 0. y'(0) = -3 

7. 

y" 

- 6y' + 9 y = 1. 

y(0) 

8. 

y" - 4y' ♦ 4y = l \ >{0) 


= c 

». y'< 0) = i 



= l. /(0) = 0 

9. 

/' 

- 4y' + 4y = í 3 . 

f*. y<0) 

10. 

>" - 2/ + 5y « 1 + í. y(0) 


= c 

y'( 0) = 0 



= 0. y'(0) = 4 

II. 

y" 

+ y = sen f, y( 0) 

12. 

y" + »6y = 1. y(0) = 1. y'(0) = 


= 1 

. y'(0) = - 1 




13. 

/' 

- / = r'cos», 

y(0) 

14. 

y” - 2y' = e / senhí, y( 0) 


= ( 

>. y'(0) = 0 



= 0. y'(0) = 0 

15. 

2/" + 3 y" - 3/ - 

Zy = )<0) 

16. 

y'" + 2y" - y' - 2y = sen 3f. y(0) 


= C 

). y'(0) = 0. 

y"(0) = i 


= 0. y'(0) = 0. y"(0) = 1 

17. 

y (4> - y = o. y(0) 

= i. y'(0) 

18. 

y (4) - y = r, y(0) = 0, y'(0) 


= 0. y"(0) = - 1. 

y"'( 0) = o 


= 0. y"(0) = 0. y"'(0) = 0 

19. 

y' 

+ y = fil). em que AO 

20. 

/ + y = AO. em que AO = 


mm < 

[o. 0 < t < 1 

yi 0) = o 


= ( ;• y(0) = o 



[5, 12 1 


1“ 1. t 2: I 

21. 

>■' 

+ 2y = fit), em que AO 

22. 

y" + 4y = AO. em que y(r) 



I, 0 £ / < 1 

y(0) = o 


=(;• °-; <l ao) = o, /(o) 



0. / > 1 


l0. t 2> 1 
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23. y" + 4y = sen/ ^(/ - 2 jt), ><0) 

= 1, >'(0) = 0 


24. >•" - 5/ + 6y = mi - D, ><0) 
= 0. y'(0) = 1 


25. y" + y = /(/). em que /{/) = 


0, 0 < / < JT 

1. * £ / < 2* y(0) = 0. y'( 0) = I 

0, / £ 2* 


26. y" + 4/ + 3y = I - °U(t - 2) - W(t - 4) + 4tf(/ - 6); 

A 0) = 0. y'(0) = 0 

Nos Problemas 27 e 28, use a transformada de Laplace para resolver a equação diferencial dada sujeita às 
condições de contorno indicadas. 


27. y" + 2y' + y = 0. y'(0) 

= 2, y(l) = 2 


28. y" - 9y' + 20y = 1. y(0) 

= 0. y'(l) = 0 


Nos Problemas 29-38. use a transformada de Laplace para resolver a equação integral dada ou a equação 
íntegro-diferencial. 


29. AD + J (/ - t)Ar)dr = í 


31. AO 


le' + [ i A' ~ 

ü 


r)dx 


30. AO = 2/ - 4 J sen rfl/ - r)</r 

o 

32. A') +2 J 


/(r) cos(/ - r)</r 


4e _í + sen / 


33. fit) + J = l 
o 

35. AO = I + • - I j At - D 3 Ar)dr 


34. AO = cos/ -f í e- r At-T)dz 


36. / - 2A0 


í'y - ■- 


'W - r)dr 


37. >•'(/) = 1 - sciw 


38. J + 6>< f ) + 


- J y(x)dT, 


m = o 


+ 9 J y{r)dr = I. ><0) = 0 


39. Use a equação (3) para determinar a corrente i(t) em um circuito cm série L-R-C quando 
L = 0,005 henry, R = 1 ohm, C = 0,02farad, £(/) = 100[1 - ^(/ - 1)| volts e í(0) = 0. 

40. Resolva o Problema 39 quando £(/) = 100 [/ - (/ - I) <#(/ - l)J. 

41. Lembre-se de que a equação diferencial para a carga q(t) em um capacitor em um circuito cm série R - Cé 
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em que £(/) é a voltagem impressa. Veja a Seção 3.2. Use a transformada de Laplace para determinar 
a carga q{t) quando q{ 0) = 0 e £(/) = E^e ~ kt ,k > 0. Considere dois casos : k * \/RC e k = \/RC. 

42. Use a transformada de Laplace para determinar a carga no capacitor em um circuito em série R-C se 
9(0) = 9o- R = *0 ohms, C = 0.1 farad e £(/) é a voltagem dada na Figura 7.43. 

43. Use a transformada de Laplace para determinar a carga no capacitor em um circuito em série R-C se 
</{0) = 0, R = 2.5 ohms. C = 0,08 farad e £(f ) é a voltagem dada na Figura 7.44. 



Figura 7.43 Figura 7.44 

44. Use a transformada de Laplace para determinar a carga q(t) no capacitor em um circuito em série R-C 
quando ç(0) = 0. R = 50 ohms. C = 0.01 farad e £(/) é a voltagem dada na Figura 7.45. 

45. Use a transformada para determinar a corrente /(/) cm um circuito cm série L-R quando í(0) = 0. 
L = 1 henry, R = 10 ohms e £(f) é a voltagem dada na Figura 7.46. 



Figura 7.45 Figura 7.46 


46. Resolva a equação (6) sujeita a i(0) = 0. cm que£(/) é a voltagem dada na Figura 7.47. (Sugestão: 
Veja o Problema 31, Exercício 7.4.1 

47. Resolva a equação (6) sujeita a í(0) = 0. em que £(/) é a voltagem dada na Figura 7.48. Especifique 
a solução para 0 £ t < 2. (Sugestão : Veja o Problema 33. Exercício 7.4] 
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48. Lembre-se de que a equação diferencial para a carga instantânea q(r) no capacitor em um circuito em 
série L-C-R é dada por 


L 



+ R S + ? q = 


( 10 ) 


Veja a Seção 5.4. Use a transformada de Laplacc para determinar q{() quando L = I henry, R = 20 
ohms. C = 0,005 farad. E{t ) = 150 volts. t > 0, e q(0) = 0. /(0) = 0. Qual é a corrente í(/)? Qual é 
a carga q(r) se a mesma voltagem constante estiver desligada em t > 2? 

49. Determine a carga q(t) e a corrente i(f) cm um circuito em serie no qual L = 1 henry, R = 20 olims, 
C = 0.01 farad, £(/) = 120 sen 10/ volts, </(0) = 0 e í(0) = 0. Qual é a corrente estacionária? 

50. Considere a bateria dc voltagem constante Eq que carrega o capacitor representada na Figura 7.49. Se 
dividirmos por L c definirmos X = R/lLtu)~ = \/LC, então (10) toma-se 

dl 2 M d, m q L 


Use a transformada de Laplacc para mostrar que a solução dessa equação, sujeita a q( 0) = 0 c 
i(0) = 0, é 


qU) = 


Ç)C|1 - í-^coshW-l 2 - W 2 I + ■■■ *■ senhV-l 2 - » 2 r)l. 

ylx 2 - w 2 


EqCI I - + Aí)], 

EqC[ 1 - «“‘'(cós Víu 2 -X 2 i + , A sen Va . 2 - A 2 /)), 

Va . 2 - A 2 


A > o) 

X = o 

X < w. 



51. Use a transformada de Laplacc para determinar a carga q(t) no capacitor em um circuito em série L-C 
quando q( 0) = 0. /( 0) = 0e E(t) = G*"*'. * > 0. 

52. Um peso de 4 kg distende uma mola em 2 cm. O peso é solto na posição de equilíbrio a partir do 
repouso. Determine a equação de movimento se uma força externa^/) = sen t age sobre o sistema 
durante 0 < r < 2jt e então é removida. Ignore qualquer amortecimento. ISugestão: Escreva a força 
externa impressa em termos de função degrau unitário.] 

53. Um peso de 4 kg distende uma mola era 2 cm. O peso é solto a partir do repouso a 18 cm acima da 
posição de equilíbrio. O movimento resultante tem lugar em um meio que oferece uma força dc 
amortecimento numericamente igual a 7/8 da velocidade instantânea do corpo. Use a transformada de 
Laplace para determinar a equação de movimento. 
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54. Um peso de I kg é atado a uma mola de constante elástica k = 4,5 N/m. Começando em / = 0, uma 
força igual a /(/) = 4 sen 3/ + 2 cos3/ age sobre o sistema. Supondo que não haja força dc 
amortecimento presente, use a transformada de Laplace para encontrar a equação dc movimento se o 
peso é solto a partir do repouso na posição de equilíbrio. 

55. Para uma viga engastada em seu extremo esquerdo (x = 0) e solta em seu extremo direito (x = L), a 
deflexão >{*) satisfaz (9) e 


>■(0) = 0. /(O) = 0. /U) = 0. y"\L) = 0. 


(II) 


As duas primeiras condições significam que a deflexão e a inclinação são nulas cm x = 0. As duas 
outras condições dizem que o momento fletor e a força de cisalhamento são nulos em x = L. Use a 
transformada de Laplace para resolver a equação (9) sujeita a (II) quando uma carga constante h-q 
está uniformemente distribuída ao longo da viga. Veja a Figura 7.50. Encontre a deflexão do ponto 
médio da viga. Encontre a deflexão máxima da viga. 

56. Resolva o Problema 55 quando a carga é dada por 

0. 0 < x < L/3 

w(x) = L/3 < x < 2L/3 

0 . 1L/3 < x < L. 


Escreva w(x) em termos de funções degrau unitário. 

57. Resolva o Problema 55 quando a carga é dada por 


, . í wq. 0 < x < L/2 
w(x) = < 

l 0. L/2 < x < L . 


58. A deflexão estática y(x) dc uma viga que está engonçada em ambos os extremos, satisfaz a equação 
diferencial (9) c as condições 


>(0) = 0. y"(0)« 0, y(L) = 0. y"(L) = 0. 


( 12 ) 


Use a transformada dc Laplace para resolver (9) sujeita a (12) quando *v(x) = wq, 0 < x < L. Veja a 
Figura 7.51. 

Nos Problemas 59 e 60 use a transformada de Laplace e o Teorema 7.7 para encontrar uma solução para a 
equação dada. 


59. ty " - / = y{0) = 0 


60. ty " + 2ty + 2 y = 0. y( 0) = 0 


61. Neste problema, mostramos como a convolução pode ser usada para encontrar uma solução para um 
problema de valor inicial do tipo 


ay" + by' + cy = g(/), y( 0) = 0. /(0) = 0. 

(a) Mostre que a solução >|(r) para o problema de valor inicial 

ay" + by' + cy = 0, ><0) = 0. /(0) = 1. 


( 13 ) 


y i(0 = & 


'( — 2 — 1 - 
{ a 2 + bs + c J 
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/ 

(b) Use o resultado da parte (a) para mostrar que a solução para 0 problema de valor inicial ( 1 3) 

é dada por 

HD = £«**• 

62. Use o procedimento exposto no Problema 61 para encontrar uma solução para o problema de valor 
inicial 

y" + y = sec /. ><0) = 0. /( 0) = 0. 



[ 0 ] 7.6 FUNÇÃO DELTA DE DIRAC 

Impulso Unitário 

Sistemas mecânicos estão freqüentemente sujeitos a ações de forças externas (ou força eletro- 
motriz no caso de um circuito elétrico) de grande amplitude que agem somente por um curto 
período dc tempo. For exemplo, uma massa em uma mola que sofre a ação de uma martelada, 
uma bola de futebol quando chutada, as cordas de um piano quando atingidas pelo martelo dc 
feltro, uma bola de tênis quando atingida pela raquete etc. ... A função 

0, 0 £ t < Iq - a 

à a (t ~ *o) = tQ-a<t<to + a (1) 

0, t Z t 0 + a. 

a > 0, *o > 0, representada na Figura 7.52(a), pode servir como um modelo matemático de tais 
forças. Para um pequeno valor de a, ô a (t - /q) é essencialmente uma função constante de grande 
magnitude que age somente por um curto período de tempo. O comportamento de ò a (t - íq) 
quando a -> 0 é ilustrado na Figura 7.52(b). A função <5 fl (/ - íq) é chamada de impulso 
unitário, pois apresenta a seguinte propriedade 

I òa(t - Iq) dl = 1. 
o 
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comportamento dc 
ò a quando a-*0 

(b) 


A força impulsiva que ocorre 
durante a colisão de dois objetos 
é uma força de grande magnitude 
e aproximadamente constante 
que atua no sistema por um curto 
período de tempo. Uma raquete 
batendo em uma bola de tênis 
imprime uma tremenda força a 
esta, mas a raquete esteve em 
contato físico com a bola somente 
por uma fração de segundos. 
Situações análogas são: boliche, 
golfe, um chute em uma bola de 
futebol, colisões atômicas, 
pingue-pongue, beisebol etc. 
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Função Delta de Dirac 

Na prática, é conveniente trabalhar com outro tipo de impulso unitário, uma “função" muito 
próxima de ô a (t - / 0 ) e definida pelo limite 


ò(t - l 0 ) = lim ôjl - t 0 ). 

a 0 


( 2 ) 


A última expressão, que não é de maneira alguma uma função, pode ser caracterizada por duas 
propriedades 


(i) ò(t - /o) 


= í °°. t = 'o 

l 0, t * to 


e (ü) J“' ó(t - fo.rfí = I. 


A expressão ô(t - íq) é chamada de função delta de Dirac.* 

É possível obter a transformada de Laplace da função delta de Dirac supondo formal- 

mente que 

#(ó(t - to)) = lim #(ô a (t - to)}. 

a -» 0 


TEOREMA 7. 1 1 Transformada da Função Delta de Dirac 
Para íq > 0, 

^ô(l -lo)) = e~">. 


(3) 


Prova Podemos escrever ô a (t - to) em termos da função degrau unitário em virtude 
de (4) e (5) da Seção 7.3: 

à a (t - to) = £ l®(' -{> 0 - “)) - W(t - (to + «»]. 

Pela linearidade e (7) da Seção 7.3, a transformada de Laplace dessa última expressão é 




I <.-*(<0 - «) .->('0 + a ) 
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ou 


nà a (t - to)} = e- sl ° 


e sa - e~ sa 


2sa 


(4) 


Como (4) tem a forma indeterminada 0/0 quando a -» 0. aplicamos a regra de L’Hôpital: 




Isa 


= 


□ 


se(ó(t - /„) ) = lim Sf{ó a (t - lo)) = lim 

a 0 a -* 0 

^ w 

Agora, quando lo = 0. parece plausível concluir de (3) que 

*M) ) = 1 

O último resultado enfatiza o fato de que ó(i) não é o tipo usual dc função que temos 
considerado, pois pelo Teorema 7.4, a seguinte propriedade deveria ser verdadeira, a saber, 
&{At ) } 0 quando s -» 


EXEMPLO 1 


Resolva 


sujeito a 


y" + y = 4 ô(t - 2 jt) 

(a) y( 0) = I, /( 0) = 0. e (b) y( 0) = 0. y\ 0) = 0. 


Os dois problemas de valor inicial podem servir como modelo para descrever o movimento de 
uma massa em uma mola movendo-se em um meio com amortecimento desprezível. No instante 
/ = Ire a massa recebe um sopro brusco. Em (a), a massa parte do repouso 1 unidade abaixo 
da posição de equilíbrio. Em (b), a massa está em repouso na posição de equilíbrio. 

Solução (a) A transformada de Laplace da equação diferencial é 

s 2 Y(s) - s + K(j) = 4Í- 2 * 1 


OU 


4e 


- 2 jts 


™ + 


Utilizando a forma inversa do segundo teorema de translação, encontramos 

></) = cos t + 4 sen (t - - 2jt)\ 

Como sen(/ - 2rr) = sen /, a solução pode ser escrita como 

cos r, 0 < t < 2jz 


m = 


cos t + 4 sen í, / > 2 n. 


(5) 


Na Figura 7.53, vemos pelo gráfico de (5) que a massa exibe movimento harmônico simples até 
o instante t = 2jt. A influência do impulso unitário aumenta a amplitude de vibração para VFT 
quando t > 2 ji. 
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(b) Nesse caso. a transformada da equação é simplesmente 


4 / 

m = " 


- Itts 


s* + I 


e assim 


y(r) = 4 sen (/ - 2jz)$/{i - 2 jt) 


0 0 £ 1 < 2ji 

4 sen /, t > 2jz. 



O gráfico de (6) na Figura 7.54 mostra, como esperado, que a massa não se move até o 
instante / = 2 jt. 



Figura 7.53 



Figura 7.54 


Observação Se ô(t - íq) fosse uma função no sentido usual, então a propriedade (i) da 
página 414 implicaria J J"ô(/ - to)dt = 0 em vez de \~ò(t - to)dt = 1. Como a função delta 
de Dirac não se comporta como uma função ordinária, encontrou inicial mente severas restrições* 
por parte dos matemáticos, embora seu uso produzisse resultados corretos. Porém, nos anos 40, 
a controversa função de Dirac foi formalizada de maneira rigorosa pelo matemático francês 
Laurent Schwartz em seu livro La Théorie de Distribution, e isso, por sua vez. gerou um ramo 
inteiramente novo da matemática conhecido como teoria das distribuições , ou funções generali- 
zadas . Na teoria moderna de funções generalizadas, (2) não é aceitável como definição de 
ô(t - to) e também não se fala de uma função cujo valor é °° ou zero. Embora essa teoria esteja 
muito além do nível deste texto, para nossos propósitos é suficiente dizer que a função delta de 
Dirac é definida em termos de seu efeito ou de sua ação em outras funções. Para ver isso, 
suponha que f seja uma função contínua em [0, °°). Então, pelo teorema do valor médio para 
integrais, segue-se que 




= ( 2aAc)) = Ac). 


em que c é um número pertencente ao intervalo t 0 - a < t < íq + a. Quando a 0, obriga- 
toriamente c — > to, assim 
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j At)ô(t - ta)dt = lim J Màaíl ~ to)dt = lim Ac) 

o a -* 0 o u — > 0 

implica Ai)ô(t - ti))dt = ftt 0 ) (7) 

Embora usemos a definição intuitiva (2) para concluir (7), o resultado é válido e pode ser obtido 
por meios rigorosos. O resultado em (7) pode ser usado como definição de ò(t - /q)- É con- 
hecido como propriedade de separação, pois ô(t - íq) tem o efeito de separar o valor fito) dos 
valores de f Note que a propriedade (ii) na página 414 é consistente com (7) quando 
At) = 1, 0 £ t < oo. A operação integral (7) que associa um número Ato) a uma função /induz 
a noção de funcional linear. Paramos por aqui e sugerimos ao leitor curioso que consulte um 
texto avançado.* 


7.6 EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 465. 

Nos Problemas 1-12, use a transformada de Laplace para resolver a equação diferencial dada sujeita às 
condições iniciais indicadas. 


1. 

y'~ 3y 

= ó(t - 

2). 

y< 0 ) = o 

2. 

y'+ 

y = ò(/ - 1), ><0) 

= 2 

3. 

y" + y 

= <5(/ - 

2x). 

*0) 

4. 

y"+ 

16y = ó(/ - 2 tt). 

y(0) 


= 0. 

y'(0) = 

1 



= o. 

y'(0) = o 


5. 

y" + y 


■í) 


6. 

/'+ 

y = d(í - 2jt) + ò(t 

- 4*), 


+ ò(f 

■t) 

><0) 

= 0, /<0) = 0 


= L 

/< 0) = 0 


7. 

\ 

y" + 2 > 

■' = ò(t 

- I). 

><0) 

8. 

90 

y - 

2y' = 1 + d(i - 2). 

y(0) 


= o. 

y'( 0 ) = 

1 



= 0. 

>'(0) = 1 


9. 

y" + 4 > 

>' + 5 y = ò{t - 

2*). 

10. 

y"+ 

2y' + y = ò(t - l). 



m = 

0. /(O) = 0 



y(0) 

= 0. y'(0) = 0 


11. 

y"+ 4/ + I3y 

= d(í 

- 7t) + <$(/ - 3»), 

><0) = 

i. 

y'( 0) = 0 



Veja See M. J. LxghthiU, Introduction to Fourier Analysis and Generalized Functions (New York: 
Cambridge University Press, 1958). 
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12. y" - 7y' + 6y = e' + - 2) + <H» - 4). y(0) = 0, y'(0) = 0 

13. Uma viga uniforme de comprimento L está sujeita a uma carga concentrada wq no ponto x = U 2. A 
viga está engastada no seu lado esquerdo e livre no extremo direito. Use a transformada de Laplacc 
para determinar a deflexão yix) a partir da equação 

El & ” woô [ x ~ 1} 

em que y(0) = 0. /(O) = 0. y"(L) = 0 e y”'{L) = 0. 

14. Resolva a equação diferencial do Problema 13 sujeita a y(0) = 0. /(0) = 0. y(L) = 0, y'(L) = 0. 
Nesse caso, a viga está engastada em ambos os extremos. Veja a Figura 7.55. 



Figura 7.55 


15. Use (7) para obter (3). 

16. Use (7) para calcular J t 2 e~*‘ò{t - 4)dt. 

J 0 

17. Use a transformada dc Laplace e (7) para resolver 

/'+ 2/+ 2 y = cos / ò(t - 3 n) 
sujeita a y(0) = 1 e y'(0) ■ - 1. 

18. Para enfatizar a natureza não usual da função delta dc Dirac, mostre que a “solução” para o problema 
dc valor inicial y" + (o 2 y = <5(/) t ><0) = 0, y'(0) = 0 não satisfaz a condição inicial /(0) = 0. 

19. Resolva o problema de valor inicial 

L j t + Ri = ó(i). Hf» = 0. 

em que L e R são constantes. A solução satisfaz a condição em t = 0? 

20. Se ò\t - to) é a derivada da função delta de Dirac, então sabemos que &{ò\t - ío) } = se~ st ° , 
to > 0. Use esse resultado para resolver y' + 5y = ò\t) sujeita a y{ 0) = 0. 
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Capítulo 7 REVISÃO 

A transformada de Laplace da funçãqAO. t > 0, é definida pela integral 

} = í e-*'At)dt = F(s). 

0 

O parâmetro s é usualmente restrito, de maneira que garanta a convergência da 
integral. Quando ela é aplicada a uma equação diferencial com coeficientes constantes como 
ay " + by' + cy = g(t), resulta em uma equação algébrica 

als 2 Y(s) - í>«» - >'(0)1 + b[sY(s) - >(0)1 + cK(í) = G(i), 

a qual depende das condições iniciais y( 0) e >’'(0). Quando esses valores são conhecidos, então 
determinamos >•(/) calculando >•(/) = 9T 1 [Y(s) }. 


Capítulo 7 EXERCÍCIOS DE REVISÃ O 


As respostas dos exercícios selecionados estão nas páginas 465 e 466. 

Nos Problemas I c 2. use a definição da transformada de Laplace para calcular ). 


i. *> = ('• °*; <l 

12- l. t Z I 


2. At) = 


0. 

0 £ / < 1 

U 

2 £ f < 4 

0. 

t Z 4 


Nos Problemas 3-24. preencha as lacunas ou responda verdadeiro/falso. 

3. Sc / não for contínua por partes cm [0, «*»). então í?(A0 } não existirá. 


4. A função AO = (cV° não é de ordem exponencial. 


5. F{s) = s 2 /{s 2 + 4) não é a transformada de Laplace de uma função contínua por partes e de ordem 
exponencial. 


8. »{fe" 7 '} = 


6. Se Sflfil) } = FU) e Se{g{ l) ) = G(i). então ST 1 (F(í)G(í) } = fil)g(l). _ 

7. «{e -7 '} = 

9. #{sen 2i } = 

11. &{t sen 2/ } = 12. #{sen 2 1 <&(/ - n) ) 


10. se {<r ■ 31 sen 2l } = 


■ 3 . _ 

,5 ' 




16. ST 
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17. áT'J-7 5 


19. ST 


s * - IOí + 29 


s + Jt _ 

Tm 1 p 


-5/ 


21. .#{e } existe para j > 


18. ST 


i * 


- 5i 


20 r \l77T?z\ = 


22. Se 2{f{i) ) = F(j) então 4? {te “7(0 ) = . 

23. Se 0{ftl) | = F(i) e t > 0. então 4P(e fl( ' ~ k) /[l - k) V(l - *) } = 

24. I • I = . 


* 


Nos Problemas 25-28. (a) expresse f em termos de função degrau unitário, (b) calcule #{/{/) } e (c) calcule 

#{« Vwj. 

25. 26. 


AO 



Figura 7.56 





Nos Problemas 29-36, use a transformada de Laplace para resolver a equação dada. 

29. y"- 2 y'+ y = *', X 0) 30. y"- 8y' + 20y = te 1 . X 0) 

= 0. y'( 0) = 5 . =0. /(0) = 0 


31. y"- 4y' + 6y = 30 W{t - n). 
XO) = 0, y'(0) = 0 


32. y" + 6 y'+ 5y = t - / <U(t - 2), 
X0) = 1. y'(0) = 0 
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33. /- 5y =/*/), em que J[t) 


( 


r, o < t < i 

o. / £ 1 


y(0) = i. 


35. y'(t) = cos / 


*r 


><r) cos(f - r)dr. ><0) = 1 


34. At) 


= 1 - 2 J *'*/» - r)rfr 


■ 


36. | /frl/fí - T)dr = 6/ 
o 


37. A corrente í(f) em um circuito em série R-C pode ser determinada a partir da equação integral 




£<0. 


em que £(f) é a voltagem impressa. Determine i'(l) quando /? = 10 ohms, C = 0.5 farad c 
£(/) = 2(/ 2 + t). 


38. Um circuito cm série contém um indutor, um resistor e um capacitor para os quais L = 1/2 henry. 
R = 10 ohms e C = 0,01 farad. respectivamentc. A voltagem 



0 £ / < 5 
/ ^ 5 


é aplicada ao circuito. Determine a carga instantânea q(t) no capacitor para r > 0 se ?(0) = 0 c 

q\ 0) = 0 . 

39. Uma viga cm balanço (cantiléver) uniforme de comprimento L está engastada em seu extremo 
esquerdo (x = 0) e livre em seu extremo direito. Encontre a deflexão y(x) se a carga por unidade de 
comprimento é dada por 

H ' w = T e [§- x + (*-f 

40. Quando uma viga uniforme é suportada por uma fundação elástica, a equação diferencial para sua 
deflexão y ( x ) 6 


dx 4 


4a 4 y = 


~ÊT % 


em que a é uma constante. No caso cm que a = l. encontre a deflexão y(x) de uma viga elasticamcnte 
suportada de comprimento n que está engastada em concreto em ambos os extremos quando a carga 
concentrada w 0 é aplicada enu = n/2. [Sugestão: Use a tabela de transformadas de Laplace no 
Apêndice II. J 
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I FUNÇÃO GAMA 

A definição de Euler para função gama* é 

r(-r) J t* - 'e dl. (1) 

0 

A convergência da integral requer x — 1 > - 1, ou x > 0. A relação de recorrência 

r(*+l) = *r<jr), ( 2 ) 

que vimos na Seção 6.5 pode ser obtida a partir de (1) através da integração por partes. Temos, 
quando x = 1, 

T(l) = í e-*dl= 1 

o 

e então por (2), temos r(2) = ir(I) = I 

T(3) = 2T(2) = 2x1 
T(4) = 3r(3) = 3x2x1, 

c assim por diante. Dessa maneira, vemos que. quando n é um inteiro positivo. 

IX* + 1) = * ! 

Por essa razão, a função gama é freqüentemente chamada de fatorial generalizado. 

Embora a forma integral (1) não convirja para x < 0, pode ser mostrado através de 
definições alternativas que a função gama é definida para todos os valores reais e complexos, 
exceto x = -n, n = 0, 1, 2, ... . Como consequência, (2) é na verdade válido para x * -n. 
Considerada como uma função de variável real x, o gráfico de T(x) é como mostrado na Figura 
A.l. Observe que os inteiros não-positivos correspondem às assintotas verticais do gráfico. 

Nos Problemas 27-33 dos Exercícios 6.5, utilizamos o fato de que T(^) = 'In. Esse 
resultado pode ser deduzido de ( 1 ) fazendo x = 1/2: 

r(i ) j t ,/2 e -'di. O) 

0 


* 


Essa função foi definida por Euler em seu texto Institutiones calculi integralis publicado em 1768. 
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Figura A. I 


Quando substituímos r = u 2 . (3) pode ser escrita como 


r<i) = 2 r 


e-" du . 


Mas 


J e^du = J e v dv % 


du 

o 'o 


e daí 


(r(i)j 2 = [ 2 í o 


e‘ u du 




4 j* | e (u * v *dudv. 


o o 


Usando coordenadas polares u = r cos 0, v = r sen 6 , podemos calcular a integral dupla: 


o ;- 1 


Logo 


* vl) dudv = 4 í J «" r2 r 
<ro J o 

[m)] 2 = * ou m> = VÍT. 


drdO = n. 







P LO 1 

Tí» ¥ *! % • 

Calcule T(- 1/2). 

Solução Segue-se de (2) que, com x = - 1/2, 

rfll — £ 


HM*)- 


2 

-2 'In. 


Portanto 
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Apêndice I EXERCÍCIOS 

As respostas dos exercícios selecionados estão na página 466. 

1. Calcule (a) f(5) (b) f(7) (c) f(-3/2) (d) T(-5/2) 


2. Use (1) e o faio de que f(6/5) = 0,92 para calcular 


Ja-'*. 


[Sugestão: Faça / = x 3 .| 


3. Use (1) e o fato de que T(5/3) = 0.89 para calcular J x 4 e ' 1 dx. 

* ® 

4. Calcule í x 3 í ln - 1 dx. [Sugestão: Faça / = -ln x.J 


4. Calcule j* x 3 ^ ln j j dx. [Sugestão: Faça t = - lnx.J 

5. Use o falo de que f(x) > J t* ~ ] e~ l dt para moslrar que f(x) é ilimitada quando x 


6. Use ( 1 ) para deduzir (2) quando x > 0. 


TRANSFORMADAS DE LAPLACE 


/(O 

i. i 


*UM) -«*> 


- 1/2 


s n ♦ I 

VT 

V5F 

2s í/1 

r(q + l) 

a ♦ I 


n um inteiro positivo 


• a > - 


sen kt 


cos kt 


s J + k J 


s 2 + k 2 
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AO 

*ÜW» «*w 


9. sen 2 kt 2k 2 

s(s 2 + 4k 2 ) 


10. cos 2 kt s 2 + 2k 2 

s(s 2 + 4 k 2 ) 

11. e 0< 

s - o 


12. senh kt 

13. cosh kt 

14. senh 2 kt 

15. cosh 2 kt 

16. te 01 

17. t n e fll 

18. c 01 sen kt 

19. e 01 cos kt 

20. e* r senkt 

21. e # * cosh kt 

22 . t senkt 

23. t cos kt 

24. senkt + kt cos kt 


k 

s 2 -k 2 

s 

TVk 2 

2k 2 

sis 1 -4 k 1 ) 

s 1 - 2 k 2 
*<«* - **) 

I 

(í^õ ) 2 

n ' n + f • n um inteiro positivo 

(s - o) 

k 

(i - o) 2 + k 2 

s — o 

(s - a) 1 + k 1 
k 

(* -o) J - k 1 

s - O 

<i - o) 1 - k 1 
2ks 

(s J + k V 

s 2 -k 2 
(* 2 + k 2 ) J 

2ks 2 

(s 1 + k 2 ) 2 
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m *üw) «w 


25. 

sen kc — kc cos kt 

2k 3 



(s 2 + k 2 ) 2 

26. 

C senh kt 

2ks 



(.*-*¥ 

27. 

t cosh kc 

s 2 tk 2 



(s 2 -k 2 ) 2 

28. 

e a, -' b ‘ 

1 

o - b 

(í - d)(S - b) 

29. 

oe“' - be b ‘ 

s 

a - b 

(J - a)(s - b) 

30. 

1 - cos kc 

k 2 



s(s 2 + k 2 ) 

31. 

kt - senkt 

k 2 

s 2 (s 2 + k 2 ) 

32. 

o sen bt - b sen ot 

1 

0 b(o 2 - b J ) 

(s z + a 2 )(s 2 + b 2 ) 

33. 

cosbC - cosoC 

0 

s 

(s 2 + o 2 )(s S + b*) 

34. 

sen kc senh kc 

2k 2 s 



s 4 + 4fc 4 

35. 

sen kc cosh kt 

k(s 2 + 2k 2 ) 



$ 4 + 4k 4 

36. 

cos kt senh kt 

k(s J - 2k J ) 



s 4 + 4fc 4 

37. 

cos kt cosh kc 

s J 



s 4 + 4fc 4 

38. 

Mkt ) 

1 

Vs 2 + fc 2 

39, 

e 6 ' -e« 

s - o 

,n 
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/(') )=Fis) 


40. 

* 

2(1 - cos kt) 
t 

,„* l v 2 

41. 

2(1 — coshfct) 

t 

. •' V* 




s 2 

42. 

sen at 

t 


”■(?) 

43. 

sen at cos bt 

t 

1 0 + b I o - b 

2 arctg f + 2 arctg f 

44. 

ir e ' oV * 


e -.í 

45. 

. c -< 2 /4< 

2 V*t 3 


46. 



s 

47. 


s Vs 

48. 

e^e 6 f erfc^b>/r + j 

Vs(Vs + 6) 

49. 


be'°* 

sc 3TTb) 

50. 

<5(0 


i 

51. 

<K« - lo) 


e-sio 

52. 

'*At) 


F(s - o) 

53. 

f(t - o) *Ht - o) 

e" m F(s) 

54. 

«(t - o) 


• “* 

s 

55. 

/‘"'(t) 


s"F(s) - i (n ” 'V( 0 ) - ... - r <n - "( 0 ) 

56. 



(-iy-^Fw 

ds 

57. 

J ' ** 

- r)dr 

F(s)G(s) 
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III REVISÃO DE DETERMINANTES 


O determinante de uma matriz A 2 x 2 é definido por 


a \\ a \2 
a^\ <*22 


= 011022 - ^ 12 ^ 21 - 


Menores e Cofatores 

Para uma matriz A n x n, seja ay a entrada na i-ésima linha e y-ésima coluna. O menor My 
associado a ay é o determinante da matriz (n - 1 ) x (n - I ) obtida eliminando-se a x-ésima linha 
e a y-ésima coluna da matriz. O cofator Cy associado a ay é um assinalado, especi ficamente 

Cij = (-1 ) Uj Mij. 


EXEMPLO 1 

Os cofatores da matriz 3x3 


2 4 7 
1 2 3 
I 5 3 



Ci, = (- I)' ♦ X M\\ C, 2 = (- 1)‘ * 2 Mu 


C \ 3 = (- l)' * 'm,3 






c 2 , = (- D 2 * 'a# 2 I 


C22 = (- D 2 + 2 Af22 C23 = (- D 2 * 3 Af23 


= ("D 


4 7 

5 3 



2 7 
1 3 




2 4 
I 5 



> 


c 3 , = (- D 3 + l u 3 , 


C32 = (- I) 3 + 2 M 32 


C33 = (- l) 3 + 3 A/33 


4 7 
2 3 



= (-D 


2 7 
1 3 


= I 


2 4 

1 2 



Cálculo do Determinante por Cofatores 

Pode ser provado que um determinante pode ser calculado em termos de cofatores: 
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Multiplique as entradas ajj em qualquer linha (ou coluna) pelo seu respectivo 
cofator Cíj e some as n parcelas. 


Com isso, um determinante* 3x3 pode ser calculado através de três determinantes 2x2, um 
determinante 4x4 através de quatro determinantes 3 x 3, e assim por diante. 


EXEMPLO 2 


Calcule o determinante da matriz em ( 1). 


Solução Desenvolvendo pela primeira linha, temos 


2 4 7 
1 2 3 
I 5 3 


= 2 


2 3 
5 3 


+ 4<-l) 


3 

3 


+ 7 


1 

1 



Alternativamente, podemos calcular o determinante, digamos, desenvolvendo pela segunda 
coluna: 


2 4 7 
1 2 3 
I 5 3 


= 4<-l) 


1 3 
I 3 


+ 2 


2 7 
1 3 


+ 5(-l) 


2 7 
1 3 



Observamos que, se um determinante possui uma linha (ou coluna) contendo vários 
zeros como entrada, então a sabedoria nos diz que devemos calculá-lo desenvolvendo por essa 
linha (ou coluna). 


Regra de Cramer 

Determinantes são algumas vezes úteis na resolução de sistemas algébricos de n equações 
lineares com n incógnitas: 

«11*1+ fl i2*2 + •..+ a\n* n = 
a 2 \x\ + 022*2+ ... + <* 2 n*n = h 

(2) 


“n 1*1 + a n2*2 + — + a„*n = b „ ■ 


Emboca um determinante de uma matriz numérica seja um número, algumas vezes é conveniente nos 
referirmos a ele como se fosse uma formação em quadro. 
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Seja A a matriz dos coeficientes de (2) e seja 


se 


det A = 


*11 

*12 

... a Xn 

*21 

• 

*22 

• 

... 02 n 

• • 

• 

*rtl 

*n2 

••• a nn 


det A* = 


*21 



jfc-ésima coluna 

l 


*12 — *1. k - I 
*22 — *2. * - I 


*n2 — */!.*-!• 



*!.*♦! ... *1 /> 
*2. * ♦ I ... *2/i 


*/..*♦! — */í/i 


em que A* é a matriz A com sua *-ésima coluna substituída por 


b\ 

h 



então (2) possui a única solução 

det Ai detÀ 2 detA„ 

X ' ~ det A' Xl ~ det A’ X " ~ det A 


desde que det A * 0. Esse método de resolução é conhecido como regra de Cramer* 



Essa regra foi assim chamada em homenagem a Gabriel Cramer (1704-1752), um matemático suíço 
que primeiro publicou esse resultado em 1750. 
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EXEMPLO 3 

Resolva o sistema 


3* + 2 >• + 2 = 7 
x - >* + 32 = 3 
5x + 4)’ - 2z = I 


pela regra dc Cramer. 


Solução A solução requer o cálculo de quatro determinantes 


det A = 


3 

I 

5 



det A 2 = 


3 

I 

5 


Logo, por (3) temos 


det A| 
det A 


7 

3 

I 


-3, 


1 



7 

2 

1 

3 

= 13. 

det A| = 

3 

-1 

3 

2 



1 

4 

-2 

1 



3 

2 

7 

3 

= 78. 

det A 3 = 

1 

-1 

3 

2 



5 

4 

1 


det A-> det A 3 

* = -£Ta = 6 - z = toT = 4 




Sistemas Homogêneos 

Se bj = 0, i = 1,2, .... n, dizemos que o sistema (2) é homogêneo. Se pelo menos um dos b x 
for diferente de zero, o sistema é não-homogêneo. Agora, se det A * 0, (3) implica que a única 

solução para um sistema homogêneo é x\ = 0, x 2 = 0 x n = 0. Se det A = 0, então um 

sistema homogêneo com n equações lineares e n incógnitas possui infinitas soluções. Essas 
soluções podem ser encontradas resolvendo o sistema por eliminação. Se det A = 0, então um 
sistema não-homogêneo pode ter ou infinitas soluções ou nenhuma solução. 


Apêndice III EXERCÍCIOS 


As respostas dos exercícios selecionados estão na página 466. 
Nos Problemas 1-8, calcule o determinante. 


2 

4 

6 

2 . 

1 

4 

2 

-i 

5 

1 


-2 

6 

3 

0 

2 

-3 


9 

8 

4 


h 
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2 

0 

-6 


0 

7 

I 


5 

9 

4 


110 0 

8 7 0 0 

9 5 3 0 






79 

81 

40 




22 

16 

59 




0 

0 

0 




1 

0 

9 

0 

3 


2 

1 

7 

0 

0 


0 

0 

2 

0 

0 


- 1 

1 

5 

2 

2 


2 

2 

8 

1 

1 


e* 


sen 

t 

COS 

2** 


COS 1 

- sen 

4** 

-sen 

t 

-cos 


Nos Problemas 9-12, use a regra de Cramer para resolver o sistema de equações dado. 


9. 2x + y = 1 
3* + 2y = -2 

11. x + 2y + z = 8 
2* - 2y + 2z = 7 
x - 4y + 3z = l 

13. Dado o sistema 


10. 5x + 4y = - I 
lQx - 6y = 5 

12. 4x + 3y + 2z = 8 
-x + 2z = 12 
3x + 2y + z =3 


x - y + 2z = 0 
2x + y - z = 0 
4x - y + 3z = 0. 

(a) Se A denota a matriz dos coeficientes, mostre que det A = 0. 

(b) Mostre que o sistema possui infinitas soluções. 

(c) Explique o significado geométrico do sistema. 

14. Dado o sistema 


a x x + b { y = c, 
<* 2 * + = c 2 . 

Seja A a matriz dos coeficientes. 

(a) Explique o significado geométrico de det A * 0. 

(b) Explique o significado geométrico de det A = 0. 
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IV NÚMEROS COMPLEXOS 

Um número complexo é uma expressão da forma 

z = a + bi 9 em que í 2 = - 1. 

Os números reais a e b são chamados de p arte real e parte imaginária de z, respectivamente. 
Na prática, o símbolo i é escrito i = V- I . O número ~z = a - bit chamado de o conjugado 
dc z. 


EXEMPLO 1 


Pelas propriedades dos radicais, temos 



= <ÍS >PT = 5i. 


EXEMPLO 2 

Os conjugados dos números complexos Z| = 4 + 5/ e Z 2 = 3 - 2 í são 7| = 4 + 5/ e 
I 2 - 3 + 2 i respectivamente. 

■ 

Soma, Diferença e Produto 

A soma, diferença e produto de dois números complexos z\ = a\ + b\i e Z 2 = 02 + & 2 1 ’ são 
definidos como: 

(i) Zl + Z2 = (fl| + ai) + (Ai + bi)i 

(ii) zi - Z2 = ( a\ - ai) + (Ai - bi)i 

(iii) Z1Z2 = (fl|<*2 ~ A1A2) + (aiA2 + Au2)«. 

Em outras palavras, para somar ou subtrair dois números complexos, nós simplesmente so- 
mamos ou subtraímos as correspondentes partes reais e imaginárias. Para multiplicar dois 
números complexos, usamos a lei distributiva e o fato de que i 2 = - 1 


EXEMPLO 3 

Sc zi = 4 + 5i e Z2 = 3 - 2 i. então 


Z1 + Z2 = (4 + 3) + (5 + (- 2))i = 7 + 3/ 
zi - Z2 = (4 - 3) + (5 - (-2))/ =1+7/ 
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Z\Z 2 = (4 4- 5ÍX3 - 2 /) 

= (4 + 5/)3 + (4 + 5iX-2i) 

= 12 + 15/ - 8/ - IO/ 2 

= (12 + 10) + (15 - 8)/ = 22 + li. M 

O produto de um número complexo z = a + bi pelo seu conjugadoF = a - bi é o 
número real 

zz = a 2 + b l . (1) 


Quociente 

O quociente de dois números complexos z\ c z 2 é obtido multiplicando-se o numerador e o 
denominador de z\/z 2 pelo conjungado do denominador z 2 e usando (1). O próximo exemplo 
ilustra esse procedimento. 


EXEMPLO 4 


£i = 4 + 5/ 
z 2 “ 3 - 2/ 

_ 4 4- 5/ 3 4-2/ 

”3-2 1 34-2 i 

12 + 15/ + 8 i + 10i 2 2 23. 

9 + 4 13 + 13 ' 



Interpretação Geométrica 

Olhando ac b como coordenadas de um ponto (a, b) no plano, podemos interpretar um número 
complexo z = a 4- bi como um vetor começando na origem e terminando em (a, b ), (veja a 
Figura A.2). O comprimento do vetor é chamado de módulo de z e é escrito como r ou Izl. Pelo 
teorema de Pitágoras, temos que 


r = W = Va 2 4- b 2 . 
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• (a.b) 
ou 

z = a * bi 


Figura A.2 


Pela Figura A.2, vemos que o ângulo 0 que o vetor faz com o eixo x positivo satisfaz 


a = r cos 0 e b = r sen 0. 


Logo, 


Z = r cos 0 + ir sen 0 ou z = r(cos 0 + i sen 0). 


A última forma é chamada de forma polar do número complexo z. O ângulo 0 é chamado de 
argumento dez. 


Fórmula de Euler 

A série de potências 


X_ Y XI 

^ n\ 

n = 0 


converge para todo número real ou complexo. Se fizermos X = iO, 0 um número real, então 


n = 0 


ío ^ («W . « 2 e 2 í 3 0 3 í*o* i 5 e 5 

e = £ -^r = l + ,0 + -2r + ^r + -4r + ^r (3) 

n ® 0 

i 6 e 6 i 7 e 7 
+ 6! + 7! + "” 

Agora, í 2 = — 1 , i 3 = - í, i 4 = 1 , i 5 = i e assim por diante. Logo, (3) pode ser separada em 
parte real e parte imaginária: 

( t & # & \ r o* & o 1 

e = ” 2! + 4Í “ 6! + *•* J + l [° “ V. + 5Í “ 7Í + *” (4) 

Mas, lembramos que 

cos 0= X — 0* e sen0= X Jr}T_ fn + l 
^ (2/i)! ^ (2n + 1)! 

/i = 0 n = 0 

em que cada série converge para todo número real 0 . Portanto, (4) pode ser escrita como 

e i6 = cos 9 + i sen 0. (5) 
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Esse último resultado é conhecido como fórmula de Euler. Note que, em vista de (5) . a forma 
polar (2) de um número complexo pode ser expressa de maneira compacta: 

Z = re ie . (6) 


EXEMPLO 5 

Encontre a forma polar (6) de z = 1 - i. 

Solução O gráfico do número complexo está representado na Figura A. 3. Como a = I c 
b = - 1 , o módulo de z é 


r = V I 2 + (-1) 2 = VI. 



Figura A.3 


Como mostra a Figura A.3, tg 0 = - I e daí podemos tomar como argumento de z o ângulo 
0 = -n/4. Logo. a forma polar do número é 

z = 'fíe~ ,x/ *. m 


Apêndice IV EXERCÍCIOS 


As respostas dosexercícios selecionados estão na página 466. 

Nos Problemas 1-10, sejam Z\ = 2 - í e z 2 = 5 + 3 í. Faça a operação indicada. 
1. zi + Z2 2. 4z\ + Z2 


3. 2zi - 3 z2 


4. ZIZ2 


5. (zi) 2 


6. Z |(í + Z2) 


7. zi/zi 8. zi/zi 

9. 1/22 10. Zl/i 

Nos Problemas 11-20, escreva o número complexo dado na forma polar (6). 


11 . 2=1 


12. z = -4 i 
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13. z = i 2 
15. z = 2 + 2i 
17. z = 6 + óVTi 


14. z = 6 « s 

16. Z = -VF - V5/ 

18 . z = - 10 'If + 10i 


19. z = i(l - V3i) 20. z = -7 + 7 « 

Nos Problemas 21-22. expresse o número complexo dado na forma z = a + bi. 

21. z = 8 í~'* 22. z = 2 í' , * /4 

23. Prove o teorema de DeMoivre:* Para qualquer inteiro positivo n . 


(r(cos 0 + i sen 0)T = r n [cos n$ + i sen n0). 

24. Use o teorema de DeMoivre do Problema 23 para calcular (1 + i) 10 . 

25. Use a fórmula de Euler para mostrar que 

cos 0 = e sen 8 = — 


♦ 


Esse teorema foi assim chamado em homenagem ao matemático francês Abraham DeMoivre (1667- 
1754). 




RESPOSTAS DOS 
EXERCÍCIOS SELECIONADOS 


EXERCÍCIOS l.l.p. 11-13 

I. linear, segunda ordem 

J. não-linear, primeira ordem 
5. linear, quarta ordem 

7. não-linear, segunda ordem 
9. linear, terceira ordem 


11. 

2 / ♦ y 

4 

= 2( 

-«' 3 + ,-‘'2 = 0 


13. 

Í-* 

- e 

’■ = Oe* + 20t u ) 



-2(x J ' 

f lOe 2 *) - e 3 * = 0 


15. 

/-25 


= 25 sec 2 5x - 25(1 + 

tg*5x) 


= 25 sec 2 5x 

- 25 sec 2 5x = 0 


17. 

y'+ y - 

sen 

x = ^ cos x + J sen x 



- 10e 

♦i 

sen - { cos x + l(V ‘ 1 

- sen x = 0 

19. 

yx 2 - » 

implica d(yx 2 ) = 0 



ou 2 yxdx + x 2 dy = 0 

21. , - 2 x/- ></) ! = , - 2x £ - y 

Z) 4 y ‘ 

= y 2 - (a* ♦ tcf/4)) 

y 



y 

23. y' - ^ y - I = I +• In x - In x - I = 0 


25. 


d 2- X 

7i — T ' 


|"-i 

[ 2 - X I - X \ dl 
simplificando. “ =* (2 - XX 1 - X) 

27. A diferencial de ei * xe y '*/(x + >) 2 é 

((x + y) 2 [xe w \xdy - ydx/x 2 ) + e*' 1 dx\ 

-xe ' /x 2(x + yHdx + dy) }/(x + y) 4 = 0. 

Multiplicando por - x 2 (x + y) 5 e “ * / * c simplificando 
temos (x 2 ♦ y) 2 dx ♦ (x 2 - xy)dy - 0. 

29. y H - 6y' + I3y » Se u cos 2x - I2e 3 * sen Zx 
♦ I2e’' sen 2x - I8e'‘ cos + I3e í * cos 2t= 0 


31. y" = cosh x + senh x = y 


33. y" ♦ (yT = “ 


1 ♦ 1 


(X + c,) 2 (X te,) 2 


35. x ^-4 ♦ 2 $ = x(2cjx -3 ) + 2(-C2X~ 2 )= 0 

37. x 2 y" - 3xy' + 4y 

= x‘(5 ♦ 2lnx) - 3x(3x ♦ Zx In x) 

♦ 4(x 2 + x 2 lnx) = 9x 2 - 9x 2 

♦ 6x 2 lnx - dx 2 lnx = 0 

39. yT - 3y" + 3y' - y 

= xV + 6xe* + 6e* - 3xV - 12 re* 

+ 6e* + 3xV + 6xe* - xV = 0 


459 
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41. Para* < 0. 

xy‘ - 2y = x(-2t) - 2(-í J ) = 0: 
para* > 0. 

*/ - 2y = x(2x) - 2(.t 2 ) = 0. 

43. >• - xy - Cv') 2 « cx + c 2 - x(c) - c 2 
* = - 1/4 


0: 


45. y = -1 

47. m = 2 c = 3 

1 ± ^5 
49. m 

51. Para y = x 2 , 

* V - 4*/ + 6y = * 2 (*) - 4*(2x) + 6* 2 

= 8* 2 - 8* 1 = 0; 

para y = * \ 

x 2 y" - 4 xy' ♦ 6y * 2 (<u) - 4*<3* 2 ) ♦ 6 * i 

» 12* 3 - 12c 3 « 0;' 

sim: sim 


53. (a) y = 0; 

(b) nenhuma solução real: 

(c) y s I ou yn-l 

EXERCÍCIOS 1.2. p. 31-35 


I. d— + — O = g 
dl m * 


3. (a) k = gR- % 

r 




(c) P 


<fr~ r 2 


5. L ty + /W = £(/) 

dl 


13. mx 


= - k cos 6 
= -H-j 

r d/ 
dt 


my 


-mg - k sen 0 


= - mg - k x 
= -m*- |d A 


1 ^ 

lí <// 


15. Usando tg 0 = - • f ~ 0 j = JJ* 

ig 0 = ^ • c tg 0 « tg 20 

2 lg 0 

~ I -<#?' 


oblemos * 


( dx\ _ dx 

— + 2v— = x. 

I dy I ay 


17. Combinando a segunda lei de Newton com sua lei de 
gravitação, obtemos 



cm que M é a massa da terra e k\. uma constante de 
proporcionalidade. Dividindo por m. lemos 



em que k = k\M. A constante ké gR 2 , em que Ré o 
raio da terra. Isso segue- se do fato de que na 
superfície da terra y * R. Logo. 



mg 


k\M - gR 2 ou k = gR 2 . 

Se a queima total de combustível ocorre cm / = 0. 
cnlào 


>f0) = R + ya. 

em que ya é a distância do foguete à superfície da 
terra no instante em que o combustível se extinguiu 
e 


y'< 0 ) = v B 


7 . í.4 = -^vír 


dt 


750 


9 ^ _ * 

30VA(I0 - A) 

11. ~ + Ax = r, A > 0 


é a velocidade correspondente nesse instante. 



21* % 

- e/í 


*(Af - A), k > 0 
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Capítulo I Exercícios de Revisão, 
p. 36-37 

1. ordinária, primeira ordem, não-linear 
3. parcial, segunda ordem. 

9. y = x 2 

II. 

13. y • 0. y » e* 

IS. y = 0. y = cos x. y = sen x 
17. x < 0 ou x > l 

,9. 

d/ l&r 


7. y = cx 4 
9. y’ 2 = 2*-' + c 
11. -3 + 3.* Inld = xy J + cx 
13. -3*~ 2 ' * 2* 3 ' + c 
15. 2 + y 2 = c(4 + x 2 ) 

17. y 2 = x - InU + 11 + c 

x J 1 , v 2 

19. — liu - -x = + 2y + lnlyl + c 

21. S = ce kr 


23. 



ce' ou P 


ce' 


I + ce' 


25. 4 cos y = 2x + sen 2* ♦ c 




EXERCÍCIOS 2.1, p. 42-43 

I. sc mi plano definido por y >0 ou y < 0 

3. scmiplano definido por x > 0 ou x < 0 

5. as regiões definidas por 

y > 2. y < - 2. ou - 2 < y < 2 

7. qualquer região que nào contenha (0. 0) 

9. o plano xy todo 

11. y =0 >• = X 3 

13. Há algum intervalo em tomo de x - 0 no qual a 
única solução é y = 0. 

15. y = 0. y = x. Não. a função dada nào é diferen- 
ciávcl em x = 0. 

17. sim 

19. não 

EXERCÍCIOS 2.2, p. 50-52 

1. y = - | cos 5x + c 
3. y = l** 3 * + c 


27. 

-2 cos x 4* e y + ye~ v ♦ e 

'«c 

29. 

(e a ♦ If 1 ♦ 2(e> + 1)"'= - 

* 

* 

31. 

(y + l)’ 1 + Inly + 11= j In 

X + 1 

X - 1 

33. 

y - 5 In ly + 31 = x - 5 In U + 41 + c 


0 B (f77j-“ w> “ 


35. 

-coig y 3 cos x ♦ r 


37. 

V w 


39. 

-y' = «■' <**) + c 


41. 

(1 + cosxKI + e y ) = 4 


43. 

Vy 2 +1 = 2x 2 + y/2 


45. 

x = tg(4y - 3*/4) 


47. 

x, = *-<» ♦ 


49. 

1 - e 4 * 

o /- H— 



(b) y = 3; 




(C) y = 3 


2 - e 


íu - 2 


2 + e 


(xx - 2 


5. y = x + 5 1nlt+ll+c 
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51. 

>• “ » 


M(x/y. 1 )dx + N(x/y. \)dy =0. 

53. 

y *= * 


Com v = x/y. segue-se que 

55. 

y 55 1 + 13 lg Tõ 


M(d. 1 Xv dy + ydv) + N(v. 1 )dy = 

57. 

y = -x - \ + tg(x + c ) 

[t’Af(p. 1) + N(v. \))dy ♦ yM(v. \)dv = 

59. 

2y - 2x ♦ sen 2(x + y) = c 


dy M(V. 1 )dv 

OU y VM( v. 1) + N(v. 1) 

61. 

4(y - 2x ♦ 3) = (x + c) 2 

47. 

dy M(x. y) y*M (x/y, 1) 

dx N(x. y) //V(x/y. 1) 

EXERCÍCIOS 2.3, p. 58-60 


„ . c, /y) 

W(x/y. 1 ) ^ 

1. 

homogénea de grau 3 



3. 

homogénea de grau 2 

EXERCÍCIOS 2.4, p. 67-68 

5. 

nio-homogénea 



7. 

homogênea de grau 0 

1. 

x 2 -x + |y 2 4-7y = c 

9. 

homogénea de grau - 2 

• 

3. 

fx 2 ♦ 4xy -2y 4 « c 
• 

11. 

x In W + y = cjr 



13. 

(x - y) ln U - yi = y ♦ c(x - y) 

5. 

x 2 y 2 - 3x + 4y ■ r 

15. 

x + y ln W b cy 

7. 

não exata, mas é homogénea 

17. 

ln<x 2 + y 2 ) + 2tg _l (y/x) -c 

9. 

xy 3 ♦ / cos x - jx 2 = c 

19. 

4, = y<ln lyl - e) 2 

11. 

não exata 

21. 

>’ - c(x s * y s ) 2 

13. 

xy - 2 xe* + 2 e* - 2 x 3 = c 

23. 

(y/x) 2 « 2 ln W + e 

15. 

x + y + xy-3lnU>l=c 

25. 

t u,f = 8 ln lyl + c 

17. 

x 3 y 5 - tg” *3x = c 

27. 

x cos(y/x) = c 

19. 

- ln leos xi + cos x sen y = c 

29. 

y + x = cx V" 

21. 

y - lt 2 y - y 2 - x 4 = c 

31. 

y 5 + 3x 5 ln UI = 8x’ 

23. 

x 4 y - 5x 3 - xy + y 3 = c 

33. 

35. 

y 1 = 4x(x + y) 2 

lnlrf=í ,/ *-l 

25. 

|x 3 + x 2 y + xy 2 - y = ^ 

27. 

4xy + x 2 -5x + 3y 2 - y = 8 • 

37. 

4x ln ly/xl + xlnx + y- x = 0 


39. 

Sx^lnx + 3x l/2 y + 2y J/1 = Sx* 2 

29. 

y 2 senx-x 3 y-x 2 + ylny-y = 0 

41. 

(x + y) ln lyl + x = 0 

31. 

* = 10 

43. 

lnlyl= -2(1 - x/y) 1/2 + >/2 

33. 

k = 1 

45. 

Pela homogeneidade, a equação pode ser escrita como 

35. 

M(x. y ) = ye *> + y 2 - (y/x 2 ) + h(x) 
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37. M(x. y) = 6 * 7 3 

A/(x, y) = 4y 3 + 9x*y 3 
aw/d>- = 18xy 2 = dA//dx 
solução é 3* 2 y 3 + y 4 - c 

39. M{x. y) = - x 2 y 2 sen x + 2*y 2 cos c 
A/(x. y) = 2x l y cos x 

dM/dy - -2x 2 y sen .t + 4xy cos x = dN/dx 
solução é x ~y 2 cos x - c 

41. M{x. y) = 2xy 2 ♦ 3x 2 
A/U. >*) = 2* 2 y 
dM/dy = 4xy = dA//3x 
solução é x 2 y 2 + x 1 = c 

43. A solução è uma equação diferencial separável de 
primeira ordem pode ser escrita /i(y) dy - $(x) dx = 0 . 
Identificando M(x. y) - -g(x) e N(x. y) = h{y). 
vemos que dM/èy = 0 = dN/àx. 


27. y = e' 3 * + je' 31 . 0 <x<- 

29. x = 2y 6 + cy 4 . 0 < y < « 

31. y = e * ln(e * + e -x )-*-ce' c , - oo < x < <» 

33. x = - + - e~ y \ 0 < y < « 

y y 

35. (scc 0 + ig 0)r = 0-cos 0 + c. -;r/2 < 0 < ;r/2 
37. y * j (x + 2) ~ 1 + c(x + 2f 4 , - 2 < x < « 

39. y b 10 + ce"“* h *. < x < « 

41. y = 4 - 2e _S *. < x < «* 

• 

43. i(t ) = E/tf ♦ fo> - E/R\e~ Rt/l \ -«</<«* 
45. y = sen x cos x - cos x. - jr/2 < x < n/1 
47. HO = 50 + l5Qr*',-« < / < « 


EXERCÍCIOS 2.5, p. 77-78 


I. y = ce u . < x < ~ 

3. y = \ + c*' 4x . -oo < x < «o 

5. y=*±e ,x + ce~\ < x < « 

7. y = \ + ce" x *. -oo < x < oo 

9. y = x" 1 Inx + cx~ \ 0 < x < 

II. x = -y y 2 + cy" ,/2 . 0 < y < -o 

13. y = - cos x + * cn x + - • 0 < x < oo 

xx 

15. y = — — * - oo < oo 
7 e x + I 

17. y = sen x + c cos x. - n/2 < x < n/2 

19. y = |x 3 - yx + cx* 4 . 0 < x < «o 

21. y = + -rre _x . 0<x<®o 

2x x* 


49. 

(x ♦ l)y = xlnx - x + 21. 0 < x 

51. 

y = - 

— . 2 < x < 

OO 


w 

t 

c - 2 


53. 

X ■ • 

y + 8/y. 0 < y < oo 



5<» -*-*). 

o <; X <; 3 

55. 

y = 

* 




ic* 6 -*-* 

X > 3 



i + 3 «’* 2 

0 5 X < 1 

57. 

y = . 


• 



CÍ'+Í*''- 

x * 1 


EXERCÍCIOS 2.6, p. 83-84 


1. 

>» = l + c*- J 


3. 

J"’ = •« + J + 


5. 

•** = « 


7. 




23. y = sec x + c cosec x. 0 < x < n/2 


25. 





2y 4y 




0 < >• < oo 




a equação 6 de Bemoulli na variável x. 
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II. 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 


>' = 2 + 


c«r 3x - 1/3 






x cx -3 - x/4 




y = —2 — - 

cc - I 


y = cx + I - Inc; > = 
y = cx - c\ 21 y 2 - 4« 


y = cx - e c \ y = xlnx 


2 + Inx 

3 

- X 


EXERCÍCIOS 2.7, p. 87 


EXERCÍCIOS 2.8, p. 82 



yi(x) = i 

yrfx) = I 
nM = l 

>4<X) = l 

y«.<*> -> * 


X 



I! + 2! 3! 

x £ *1- 

I! 2! 3! 4! ' 

como n -» « 


3. yi(x) = 1 + x : 

"»- , + ír + ír 

x J X 4 x 6 

«w- 1 * 

x J X 4 x 6 x" 

"«-'♦¥ + ir*!r + 5r 

3 

y„(x) -> «• * como n -4 «» 


1. x*e* = 2x Inx - 1 « + c 
3. e"‘ = y lnlyl + cy 
5. -r“ y/ * 4 = x 2 ♦ c 
7. x 2 + y 7 = x - I + w" 1 
9. ln(tg y) = x 4- cx' 1 
11. x 3 y J = 2x 3 - 9 In UI 4- c 
13. e v - -e~ ' cos x - cc" ' 


5. yi(x) = yj(x) = yj<*) - y 4 (x) = 0; 
y«(x) -4 0 quando n -» «*« 

7. (a) yi(x) » x 

y 2 (x) - x ♦ jx 3 

.V3(x)»x + ix , + -lx 5 + ^x 7 

(b) y » lg x 

(c) Desenvolvimento cm série dc Mclaurin dc tg x 
é 

X ♦ jx' + £x s -f ~x 7 + .... Lti< tt/2. 

Capítulo 2 Exercícios de Revisão, 


15. y Inx = ye* - e y + r 
17. y = In icos(ci - x)l+ C 2 

>»• y - ~~ (• - ?? x*) M *■ <n 

21. A equação dada é uma equação dc Clairaut em u - y\ 
A solução éy =cix z /2 + x + c? x + C2- 

23. h = ci + C2X 2 

25. iy 3 - ciy = x + C 2 

27. y = -Vl - x 2 


p. 92-93 

I. as regiões definidas por x 2 + v 2 > 25 c 
x 2 ♦ y 2 < 25 

3. falso 

5. (a) linear em x 

(b) homogênea exala linear em y 

(c) Clairaut 

(d) Bcmoulli em x 

(e) separável 

(f) separável. Ricatti 

(g) linear em x 
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<h) 

homogénea 

21. 

2y* = 3x 2 +C 2 

(il 

Bemoulli 

23. 

2 ItKcosh y) ♦ x 2 - cz 

Ü> 

homogénea, exata, Bemoulli 


(k) 

separável, homogénea, exata, linear em x e em 

y 

25. 

y 5 ' 3 = x 5 ' 3 - C 2 

(D 

exata, linear em y 

27. 

y = 2 - x + 3e' x 

(m) 

homogênea 




(n> 

separável 

29. 

r = ei sen 0 

(0) 

Clairaut 



(P) 

Ricatti 

31. 

r 2 = C 2 cos 20 


7. 2y 2 In y - y 2 = 4xr* - 4*' - l 
9. 2 y* + X 1 *: 9x 6 
II. e MV - 4y* = 5 
13. y = ± - 320(x 2 + 4)’ 4 

15. — 

x 4 - x 4 lnld 

17. x 2 - sen -4 = c 

y 

19. y,(x) = I ♦ x + ±x 3 

yj(x) = I x + x 2 + jx 1 £x 4 4- -l* 5 + ^x 7 


EXERCÍCIOS 3.1, p. 100-102 


1. X 2 ♦ y 2 = cl 

3. 2y 2 + x 2 = ei 

5. 2 In 1)1 = x 1 + y 2 + cz 

7. y 2 = 2x + C2 

9. 2t 2 + 3y 2 = C 2 

II. x 1 +y 3 = C 2 

13. y 2 In lyl + x 2 = cy 2 

15. y 2 - x 2 = eix 

17. 2v 2 = 2 Inld + x 2 + cz 

*9. y = ^ - |x 2 + C 2 x~ 4 


33. r = C 2 coscc 0 

35. Seja P o ângulo de inclinação, medido a partir do eixo 
x positivo, da reta tangente a uma curva da família 
dada. Seja £ o ângulo de inclinação da tangente à 
trajetória. No ponto cm que as curvas se interceptam, 
o ângulo entre as tangentes 6 a. A partir da análise 
das figuras, concluímos que existem dois casos 
possíveis e que ^ ± a. Logo. a inclinação da 

reta tangente á trajetória 6 

^ * ig * « tg(0 ± a) 


l + tg p tg a 


/(X. y) t tg a 

I ♦ /(*. yHg a 
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(b) 


In OC* 3 +>') = 0 

39. Como a equação dada é quadrálica em ci. segue-se da 
Tórmuia quadrálica que 



S. 1 1 horas 
7. 1 36,3 horas 

9. /( 1 5) = 0.00098/q. ou /( 1 5) é aproximadamente 0. 1 % 
de/b. 

II. 15.600 anos 


13. 7T 1 ) = 3I.67*F. aproximadamen&Oó minutos. 
15. i(í) = | - je“ 50af ; i -» | quandor -» » 


,7 - i(,) - K* 


19. í(r) 


100 100 

60 - 60r'* /, °. 0 $ / 5 20 


21. A(f) = 200 - 1 70c ‘ 1/50 


e, - -x t VTTTÍ 

Derivando essa última expressão c explicitando 
dy/dx, temos 



Essas duas equações correspondem às escolhas 
ci > 0 c et < 0 na família dada. respectivamcnie. 
Multiplicando essas duas derivadas, obtemos 



Isso mostra que a família é auto-ortogonal. 


41. A equação diferencial da família ortogonal é 
(x - y)dx + (x + y)dy = 0. A verificação se faz 
substituindo x = C2* 1 cos / c y = C2C f sen t 
na equação. 

EXERCÍCIOS 3.2, p. 1 13-1 IS 

1. 7,9 anos; 10 anos 
3. 760 


23. A(/) = 1000 - lOOOe “ ,/l00 


25. 

27. 


64.38 g 
(•) v(l) 


?*( 


to 




mi 

k 


quando / -* « 



29. E(t) = Eoe’ u ‘ ,1}/KC 


31. (a) P(i) = Poe' kl ' k2) ' 

(b) *i > *2. há mais nascimentos que mortes, logo. 
a população aumenta. 

*i = *2. uma população constante pois o nú- 
mero de nascimentos é igual ao número de 
mortes. 

*i < *2. há mais mortes que nascimentos, a 
população diminui. 

33. A partir de r 2 d0 = — dl obtemos 
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EXERCÍCIOS 3.3, p. 128-132 

I. 1834:2000 

3. 1.000.000; 52.9 meses 

5. (a) Por separação de variável. 

dP 


P(a - b In P) 

assim 

-(l/b) In la -b In Pl = / + C| 


dt. 


a-b\n P = c& 


-bt 


-6o“o) 


In P = (a/b) -ce~ bl (n/b = r) 
P(t) = e a/b xe 


•cr 


(b) Se P( 0) = Po. então 

Po*e a/b e- e -e a/b -‘ 
assim In Pq = (a/b) - c 

c - (a/b) - In Po 

7. 29,3 gramas: X -* 60 como f — ♦ <-*; 0 grama de A e 
30 gramas de B. 

9. Para a * p, podemos separar a equação diferencial. 


I 


a-p 


I 


I 


a-X p - X 
Segue-se imediatamente que 
I 


dx * kdt. 


a-fi 


(In lo - XI- Inp - XII = kt + c 


ou 


a - fl 


In 


a-X 

p-x 


kl = c. 


Para a = p. a equação pode ser escrita como 


(a - X)~ 2 dX = kdt. 


Segue-se que (a - X )~ 1 = kt + c ou 


X = a 


I 


kt * c 

11. (a) o 2 = (2gR 2 /y) + ví- 2gR. 

Notamos que. quaqdo y aumenta, v diminui. 
Em particular, se vo - 2 gR < 0. então há al- 
gum valor de y para v = 0: o foguete pára e 
volta à terra sob a influência da gravidade. 


Porém, se Vo - 2 gR > 0. então v > 0 para to- 
dos o s va lores dc y. Logo. devemos ter 
Po £ V2 gR. 

13. Usando a condição y‘( I ) = 0. encontramos 

^ i Ix - x-” /n \. 

Agora se então se Pi = vj, então 

>* = ~x 2 - j In x - j-.se pi * i* 2 . então 


'=2 


x I ♦ <P|'Oj) x I - <P|/«*j| 


V2 


l-íü 

V2 


pi m 


2 2 
V2 - Vi 


15. 2 A 1/2 = -±t ♦ 2V2Õ: / = 50V20j 

17. Para calcular a integral indefinida do lado esquerdo dc 


VI00 - y 2 


dy * -dx 


usamos a substituição y = lOcos 0. segue-sc que 


x=l01n (iL^IZ].V 


IOO - y 2 . 


19. Fazendo a substituição 
ciai torna-se 


equação diferen- 


dw . Xídwi 
1 iy + «(<*< ]• 

a qual é uma equação dc Clairaut. A solução é 

.2 




Se 2 ti = c. vemos que 

X 2 = 2c, y +c? 

descreve uma família de parábolas. 
21. -y lny + òy = aln x - Px + c 


23 . (a) A equação 2^-7 ~ + 27 sen 0 ^ = Oéa 

nti«» dt dl 1 dl 


mesma que 


±(ãf + 2 í me f = 0 . 

dt\dt I / dt 


Integrando essa última equação em relação a t c 
usando as condições iniciais, obtemos o resul- 
tado. 
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(b) Dc (a). 



Integrando a última equação, obtemos o tempo 
que o pêndulo leva para ir de d = flo a 0 = 0: 



O per iodo é o tempo total 7" para ir de 0 = 0o c 
voltar a 0 = 9q. Isto é. 




Capítulo 3 Exercícios de Revisão, 
p. 133-134 

1. y 3 + 3/x ** C 2 

3. 2 (y - 2) 2 +(x - I) 2 * d 



EXERCÍCIOS 4.1, p. 162-167 

1 . y = i e *-{ e -‘ 

3. > = K + 


7. y = 0. y ~ x 1 

9. (a) >• = e* cos x - e 1 sen x 

(b) nenhuma solução 

(c) y = e J cos x + e~*' 2 e* sen x 

(d) y = cze* sen x. em que ci é arbitrário 
II. (--. 2) 

13. X = n, n = I. 2. 3. ... 

15. dependente 
17. dependente 
19. dependente 
21. independente 

23. W{x ,/2 . x 2 ) = \x V2 * 0 em (0. ~) 

25. W(scn x. cosec x) = - 2 ctg x. 

IV = 0 somente em x = n/2 no intervalo. 

27. W{e\ tf 4 *) = -30e 41 * 0 em <-») 

29. não 3 

31. (») J“ - tf “^S _2 (í] =0 

(b) y- - 2y J = -?|-2^ = ^c(l - c 2 ) *0 
para c * 0. ±1 

33. As funções satisfazem a equação diferencial e são 
linearmente independentes no intervalo, pois 

H- (í->\ í") = 7e' * 0 ; y = «*-* + c» 4 *. 

35. As funções satisfazem a equação diferencial e são 
linearmente independentes no intervalo, pois 

W(e‘ cos 2 x. e* sen 2x) « le 1 * * 0; 

y = c\e* cos 2x ♦ cie 1 sen 2x. 

37. As funções satisfazem a equação diferencial e são 
linearmente independentes no intervalo, pois 

W(x*. x 4 ) = x 6 * 0; y =cix 3 +C 2 X 4 . 

39. As funções satisfazem a equação diferencial e são 
linearraente independentes no intervalo, pois 

W(x, x“ 2 . x“ 2 ln x) = 9x“ 6 * 0; 
y - cix + C 2 x” 2 + cjx -2 ln x. 


5. y = 3x - 4x ln x 
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41. e* c e St formam um conjunto fundamental de 
soluções para a equação homogênea; 6 e x é uma 
solução particular para a equação não-homogênea. 

43. e 2 * e x ^ formam um conjunto fundamental de 
soluções para a equação homogênea; P-e 2* + x - 2 é 
uma solução particular da equação não-homogénea. 

45. (a) Os gráficos mostram que yi e yz não são múlti- 
plos um do outro. Ainda 


e W[x \ x 2 ) = - x \ Logo Pi c Yi são lincar- 
mente independentes no intervalo. 

(e) Ki = x\ Yi = x 2 . ou yi = W 3 

(0 Nenhuma; formamos uma solução geral no in- 
tervalo no qual 02(4:) * Opara todo* no inter- 
valo. A combinação linear 

y = c\Yi +ciY 2 


x 2 yC - 4 xyí + 6yi = x 2 (6x) - 4x(3x 2 ) + 6x' 
= 12*' - I2r j = 0 


será uma solução geral para a equação, di- 
gamos. no intervalo (0. »). 


Para x £ 0. a demonstração de que yi é uma 
solução para a equação é exaiamcnte como feita 
acima para yi. 




Para x < 0. y2 = - x * assim 

x 2 yi' - 4 xyi + 6ya = x 2 (-6x) 

- 4x(- 3x 2 ) ♦ 6(- x 3 ) 
= - 12*' ♦ 12*' = 0. 


(b) Para x * 0. 


VK(yi. yz) 


Parax < 0. 


3x 3x‘ 


3x 5 - 3x 5 


W(yi. yi) 


~x 


3x 2 -3x 


= -3x 5 + 3x 5 =0. 


Logo VK(yi. y2) = 0. para todo valor real de x. 


(a) Como yi e y2 são soluções para a equação difer- 
encial dada. temos 

02<x)yr + ai(x)yí + ao(x)yi = 0 

c fl2<x)yf' + oi(x)>*2 + oo(x)>*2 = 0. 

Agora, multiplicando a primeira equação por >'2 
e a segunda por yj c subtraindo a primeira da 
segunda: 

aMiytyf - yiy? 1 ♦ "i(x)t>i>*í - mi 1 = o. 

Verificamos facilmente que 

^ ) ~ yiyi ~ ’ 

e dai segue-se que 
dW 

«*2(x) — +fl|(x)W = 0. 

(b) Como essa última equação é linear de primeira 
ordem, o fator de integração 6 

e \ MriA*«>|rf4 

Logo. de 

j- ( J Wam]dx w ^o 

-í [fli(x)/fl2(x)l dx 

obtemos W -ce 


(c) Não. 02(x) = x 2 é zero em x = 0. 

(d) Como Ki = yi. precisamos mostrar somente 
x 2 yZ-AxYi+ 6 Yi = x 2 (2) - 4x(2x) + 6x : 

= 8x 2 - 8x 2 = 0 


(c) Substituindo x = xo no resultado obtido, encon- 
tramos c = VV(xo). 

(d) Como uma função exponencial nunca se anula 
quando W<xq) * 0. segue-se da pane (c) que 
W jc 0. Por outro lado. se VV(xo) = 0. temos 
imediatamente que IV = 0. 


49. Da pane (c) do Problema 47. temos 
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-f x di/t 

W(yi. yi) = W(yi(xo). yj (xo)* *o 


*1 ^ - ln(«/fl)J 

kz ki 


{ki la - kykz) 


(?) 


EXERCÍCIOS 4.2, p. 172-173 

!• n 3 
3. yi * xe u 
5. yj = sen 4x 
7. >2 3 senh x 
9. r . ■ 

II. y: » i 4 Inlrl 
13. yz * I 
15. yz « x 2 + x + 2 
17. yj B x cosfln x) 

19. V 2 = x 


-x/4 


I. y = o + C 2 * 

3. y = ci* -6a + cie 6 * 

5. y = ci cos 3x + C 2 sen 3x 
7. y = cie 3 * + C 2 *" 2 * 


A • 4j - 4x 

9. y = cie + C2te 

II. y = c,e , “ 3 ^ ,x/2 + C 2 e ( - J -^ ,i/2 

13. y = C|* 2x/3 + C2*"' 4 

15. y = e^ío cos t + ei sen x) 

-*/)( VI VI 

17. y - e I ci cos — x + C 2 sen — 

19. y = ci + cie~* + cj* s ‘ 

21. y = ci* x + e“ ,/2 ^Cí cos ~ x +cj 

23. >■ = cie" + cze u + cyce* 

25. y » ci* f ♦ e'*(C 2 cos x + o sen x) 
27. y * ci* 1 ♦ C 2 X* " + o* 2 *"* 

-Q -x/jf V3 

29. y = ci + cjx + * cs cos —x + c* 

VI VI 


- 3 ♦ ^>^2 


Cl* 1 * 7 ’ +C2* _l/4 


-3 - V29jx/2 


í ^ 

[/' cos T 


x + C 2 sen — x 


ci + C2*““ + C3 * 5a 


x . í/2 ( VI VI \ 

1 + e C 2 cos x +C3 sen — x 


Cl*" 1 + C2* ,x ♦ rjx* 54 


C|* ' * 4- CJX* ■ * «f OlV' 


( VI VI 

cs cos ~x + C4 sen — * 


31. y 


C| cos — x ♦ C2 sen — X 


+ c*x cos — x +C4X sen — x 


21 . 

f m — 

yi = x ln x 

33. 

-2i 2i 

y • c i + cy “ ♦ ck + 

23. 


35. 

y a C|* + C2X* + C3* 

25. 


37. 

y = 2 cos 4x - ^ sen 4x 

27. 

W = 3* + 2 

39. 


29. 

y 2 = j (cg x scc x + Inkec x + ig xl] 

41. 

y = -c' n cos (x/ 2 ) + * x/2 

31. 

n - •*. yp s - i 

43. 

y « o 

33. 

yi * e 21 . y/»= I* 3 " 

45. 




47. 


EXERCÍCIOS 4.3. d. 180-182 

4A 

1 1» , 1 - X _/=" 


- ■ 

49. 

y = - 7 * + 7 * cos \3 x 

o o 


'* sen VIx 


= 2 - 2* x + 2x* x - ±xV 


51. y = 2 — 2* • 

53. yae^-x* 5 * 
55. y = -2 cos x 
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57. 

ÍÔL 

dx> 

+ 6^- 
dx 2 

II 

f 

«■a 

IA 

0 


33. 







35. 

59. 

y = 

cie x + c 4 

’(C 2 cos x + cj sen x) 


61. 


3y'- I8> 

= 0 



37. 

63. 


■ 7y" = 0 











39. 

65. 


- sfc f 

>Í2 


■ã \ 


y = 

c l^ci COS —X + O 

sen 

) 

41. 



4ít/i( 

<2 






+ c 

C3 cos -r-x + C4 

sen 






2 


2 

43. 


y = - lOr' 2 * cos x + 9e’ 2x sen x +' le~ Al 


Fq Fq 

x = — r sen utt - - — í cos (ot 
2w~ 2w 


1 ÍT 1 1 

y = - - cosx - — sen x + -x sen x + j sen 2x 

y = II - lle‘ + 9xe l + 2c - 12c V + je* 1 

y = 6 cos x - 6(cotg l ) sen x + x 2 - I 

cos 2x + | sen 2x + -j sen x, 0$x$ ;r/2 
j cos 2x + | sen 2x. x > ji/2 


EXERCÍCIOS 4.4, p. 193-195 

I. y * cie "* + cie ' ** + 3 

3. >• = cie + ^ t J 

5. y = cie" 2 * + C2xe“ 2 * + x 2 - 4x + ^ 

7. y a c\ cos V3 x + C 2 sen V3 x 

+ (-4x 2 + 4x - ±\e u 

9. y a ci + ac' + 3x 

11. y = cie^ 2 + C 2 XC 1/2 + 12 + ^x 2 e t/2 

13. y = ci cos 2x + C 2 sen 2x - Jx cos 2x 

15. y = ci cos x + C 2 sen x - jx 2 cos x + -Jx sen x 

17. y = cic* cos 2x + cy* sen 2x + jxc* sen 2x 

19. y e cie " * + cite~ x - -cos x + || sen 2x - ^ cos 2c 

21. y = ci + C 2 X + C3C 6 * - ^ x 2 - ^ cos x + yj sen x 

23. y = cie' + czxe* +cy x 2 e x - x - 3 - j*'** 

25. y = ci cos x + X C2 sen x + cjx cos x 

+ C4X sen x + x 2 - 2x - 3 

27. yj» = 4 + ~ cos 2x 
29. y = V2 sen 2x - y 
31. y = -200 + 200c ~ 1/5 - 3x 2 + 3Qr 


EXERCÍCIOS 4.5, 



201 


I. (O + 5)y = 9 sen x 
3. (30 2 - 50 + l)y = e M 
5. (O * - 40 2 + 50)y = 4x 
7. (30 - 2)(30 + 2) 

9. (O - 6)(0 + 2) 

11. 0(0 4- 5) 2 

13. (O - 1)(0 - 2)(0 + 5) 

15. 0(0 4- 2)(0 2 - 20 + 4) 

21. O 4 

23. 0(0 - 2) 

25. O 2 + 4 
27. 0 3 (0 2 + 16) 

29. (O + l)(0 - !) 3 
31. 0(0 2 - 20 + 5) 

33. I. x. x 2 . x 3 . x 4 * 

35. e-* 72 

37. cos 'ISx, sen V5x 
39. 1. e* xc 5 ' 
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EXERCÍCIOS 4.6, p. 208-209 


EXERCÍCIOS 4.7, p. 217-218 


1. y = ci* -3 * + Qtf 1 ' - 6 
3. y = ci 4 C 2 * -1 4 3x 


1. y = ci cos x + C 2 sen x + x sen x 
+ COS x Inkros xA: (-x/2, n/2) 


3. y 


5. >' 


7. y 


9. y 


eje -2 * 4 cjxe’ 2 * 4 ±x 4 1 


ci 4 C2X 4 C3e" r 4- jx 4 - |x 3 4 8x 2 


-Jf 4r I ir 

C|# + C2# ♦ 7" 


11. y = ci#’* 4- C2e lt - e Ã 4- 3 
13. y * ci cos 5x 4- C 2 sen 5x 4- j sen x 

15. y = cie’ 3 * 4- C 2 xe~ 3r - ^xe 4x 4 ^e 4x 
17. y = ci <■' 4- C2#* 4- |x 3 e* - jx V 4- jxe' 
19. y s e*(c i cos 2« 4- C 2 sen 2x) 4- | e ' sen x 
21. y = ci cos 5x 4 ci sen 5x - 2x cos 5x 


ci cos x 4- cs sen x 4- \ sen x - jx cos x 


ci cos x 4 


r i sen x - cos x; (-». «) 


5. y = ci cos x + C 2 sen 2 4 { - i cos Ir; (- «\ 


7. y 


cie 1 4- ae~‘ 4- jxe* - jxe~‘ 
cie 1 4- c?e x 4- | x senh x: (-*>, «) 


9. y 


U . - 2f 

cie + cv 


II. y 


j» 


xo > (y. (o. *») 

c\e~* 4- cy' 2 * 4- (,-* 4- e -2 *) 
x ln(l 4- e*); (-oo. ~) 


23. y = e 


-*/2 


f V3 V3 ^ 

CI cos -y x + C2 sen y x 


13. y = cie~ u 4- C 2 C’* - e" 2 * sen e x ; (-<-», «-») 
15. y = oe x 4- C 2 XC 1 - je* ln(l 4- x 2 ) 

4- xe* (g 'r. ~) 

17. y = cie'* 4- C 2 xe~* - y x 2 e~* In x 
- |xV* (0. -o) 

19. y = cie* cos 3x 4- C 2 C 1 sen x 


4- sen x 4- 2 cos x - x cos x 
25. y = c, 4 c* 4 oe’*' + &x 2 4- £x 5 - ±x* 
27. y ■ cie* 4 C 2 *e x 4- ax 2 e Â 4 £x 3 e* 4 x - 13 
29. y = ci*4 cix 4- eje* 4 c*xe M 4 yx 2 e* 4 jx 2 

31. y = cie ,/2 4 C 2 C ~ t/2 + cy cos y4c4 sen ^4^xe ,/2 
33. y = f^4fe^-i 

*■ >r-i &*£* fc -A'**ê* 

37. y = - JT cos x — y sen x - | cos 2x 4 2x cos x 
39. y = 2e 2 * cos 2x — ^e 2 * sen 2x4~x 3 4-^x 2 4-^x 
41. y^ = Ax/ 4 Be x cos 2x 4 Ce* sen 2x 


-y^e* cos 3x Inlscc 3x 4 tg 3x1; 
(-n/6, n/6) 

ci 4 C2 cos x 4 c3 sen x - Inlcos xl 
- sen x Inlscc x 4 ig xl; (-n/2, n/2) 


21. y 


23. y = cie* 4 eje 2 * 4 oe' x 4 je 3 *; ~) 

25. 1,—* + 2«*« + !,*,»«- 

/ -S*" 4, +S* fc -{•'*' + 1*- 

29. y = cu t oi In j + yi(lii *) J 


4 £xe* cos 2r 4 Fxe* sen 2x 
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31. y = cix~ l cos x + c%x 12 sen x + x~ 1 2 
33. (a) y Pl = 4* 2 - I6t + 21 

(b) y n - xe~‘ In x 

(c) y P = 4x 2 - 16c + 21 ♦ xe~ x In x 


Capítulo 4 Exercícios de Revisão, 
p. 219-220 

I. y * 0 

3. Falso, as funções /i(x) - 0 e fi(x) = e l sào linear- 
mente dependentes em (- «X mas h nio * múlti- 
plo de f\. 

5. <-• •. 0 Y, (0. oo) 

7. falso 


3. 

5. 


x(t) = 2V2 



x(f) = V5 scn(V2 / ♦ 3.6052) 


7. x(t) 


VTÕT 

10 


scnílOr + 1.471 1) 


9. 2.45 N 
II. 'f2n/& 


13. x(t) = “ 7 cos 4 Vó/ 

15. (a) x(/r/l2) = - 1/4; x(*/8) = - 1/2; 
x(x/ 6 ) = - 1/4; x(/r/ 4) = 1/2; 
x<9*/32) = V2/4 

(b) 4 m/s; para baixo 

(c) / = (2/i ♦ I)rr/I6. n > 0,1, 2,... 
17. (a) a massa dc 20 kg 


9. y p * A + fixe' 

11. y: = sen 2t 

13. y = c,r (1 •' ff " + <*.»-*>' 
15. y = ei + cjf ' 5 * + cyce * 11 


17. y = c.e-' /3 + e" 3x/2 


í V7 ^7 'l 

C2 cos — x ♦ cj sen — X 


,0 3*/2 f 'AT 

19. y a C I ci cos -y x + C2 sen y x 

+ Í,* 4 *** 46 222 

* 5* + 25* * 125* 625 

21. y = ci + C2«* 2 ‘ eje 5 ' ♦ j sen x - | cos x + | 

23. y = e* ~ * cos x 

2S. y = e*(ci cos x + C2 sen x) 

- e 1 cos x Inlsec x + tg xl 

27. -4 


EXERCÍCIOS 5.1, p. 233-236 

1. Uma massa de 1 25 g atada a uma mola é solta de um 
ponto 3 unidades acima da posição de equilíbrio com 
velocidade inicial dc 2 m/s para cima. A constante 
elástica é 3 N/m. 


(b) a massa de 20 kg: a massa dc 50 kg 

(c) t - nn, n = 0. I. 2. 3....; na posiçSo dc 
equilíbrio; a massa de 50 kg está movendo se 
para cima enquanto a massa dc 20 kg está 
movendo-se para cima quando n 6 par c para 
baixo quando n é impar. 

19. x(f ) = ^ cos 2/ ♦ J sen 2/ 

VÍ3 

= — sen(2/ + 0.5880) 

21. (a) x(i) = - \ cos 10/ + i sen 10 1 
= | sen(IO t - 0.927) 

(b) 5/6 m; x/5 

(c) 15 ciclos 

(d) 0.721 s 

<e) (2/i + lVt/20 + 0.0927. n = 0. I. 2. ... 

(0 *(3) = - 0.597 m 

(g) x'(3) = - 5,814m/s 

(h) x~(3) = 59.702 ni/s 2 

(1) ± m/s 

(j) 0,1451 + nx/5: 0.3545 + n/r/5. n=0. 1, 2.... 

(k) 0.3545 + nn/ 5; n = 0. 1. 2. ... 

23. 120 N/m; x(/) = — sen 8 VTr 
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25. Usando x(/) = c\ cos tui + cz sen iot. x(0) = xo e 

x'(0) = vo. encontramos n = xo c r— 

t *2 = vo/w- O resultado segue -se de A = vcf + c f . 


27. ;c(l) = 2 V2 cos 


(**í) 


29. Quando íuí + 0 = (2m + lVr/2. U*1 = Ato. Mas 
T = 2ji/cü implica = 2^/7* e o> 2 = 4» 2 /T 2 . Por- 
tanto. a magnitude da aceleração é U"l = An 2 A/T 1 . 


]• 

A diferença entre dois máximos (ou mínimos) suces- 
sivos é portanto 


y[ lg * I + ** “ ♦ 


6 * 2 - tk = (k + 2)(;r/y) - *(*/y) = 2w/y. 


21. /;♦ i - U 



(21-f lyt/2 - ^ 


EXERCÍCIOS 5.2, p. 245-248 

1. Uma massa de 62.5 g está atada a uma mola cuja 
constante é I N/m. O sistema é amortecido com uma 
força de resistência numericamente igual a 2 vezes a 
velocidade instamánea. O peso parte da posição de 
equilíbrio com velocidade de 1.5 m/s para cima. 

3. (a) acima; 

(b) para cima 

5. (a) abaixo; 

(b) para baixo 

7. jí. x(-h a e~ 2 ; isto é. a massa está aproxi- 
madamente 0.14 m abaixo da posição de equilíbrio. 


9. 

(•) 

x(/) 


-K“ 


(b) 

*<0 

■-K 


11. 

(a) 

x(t) 

= í - í 'i- 

■cos 4/ - \ sen 4/ 1 


(b) 

X(i) 

Vs . 
°T' 

1 

21 sen(4r ♦ 4.249) 


(c) 

t a 

1,294 s 


13. 

(a) 

fi> 

5/2: 



23. Denote o quasi-período por *2jt/' s Lu 2 - X~ a 
denotado por T, . Da equação (15). temos 


ser 


x* * 2 x(f + T q ) 


e~ Y ‘scn( y Jt o 2 - 2 2 1 + <p) 


e~ Y(l + 7 V>ienfVft> 2 - 2 2 (/ ♦ 7*«) + <p) 
«#* 


pois. 

sen (Víu 2 - 2 2 / ♦ ^) ** sen (Vcu^ - A 2 (/ ♦ T, ) + ^ ) . 

Logo. 



EXERCÍCIOS 5.3, p. 257-259 


(b) fi > S/2 ; 

<c) 0 < 0 < 5/2 

15. x(/) » |e~ 7 ' sen 7r 

. 17. t«o > 2 m/s 

19. Suponha y - 2 2 . Então, a derivada de 

, x(r) = Ae~ h sen(ox + <p)é 

x'(i) = Ae' Xl [Y cos (yt + <p) - * sen(yr + £)]. 

Logox'(/) = 0. implica 

tg(y/ + *) = 

de onde segue-se que 


4 V47 64 V47 ' 

“ 3 COS — ' “ 3V47 — ' 

Â 

+ — (cos 3f -f sen 3/) 


1. x(l) = e 


-in 


\ 


3. x(f ) = + re" 4 ' - J cos 4f 

5. x(í) = - j cos 4/ 

+ j sen 4/ + cos 4r - 2e ' 21 sen 4/ 

7. = -k(x - h) ~ oo 


^-4 + 22 ~ + cu 2 x = & 2 b(f), em que 
dt 1 dt 
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2X = p/m e a> 2 = k/m. 

9. (a) x(t) = j sen 4/ - i sen 8f 

(b) t = nn/ 4. n = 0, 1. 2. ... 

(c) / = n/b + n;r/2. n = 0 . I. 2 .... 


et = n / 3 + /m/2, n = 0. 1. 2. ... 
d» V 3/2 cm. -V3/2 cm 
(e) 



IL (a) g f (y) = 0 impli ca y(y 2 - o / 2 + 22 2 ) = 0 logo. 

Y = 0 ou y * Vo/ 2 - 2 A : . O primeiro teste da 
derivada pode ser usado para verificar que g(y) 
é um máximo no último valor 

(b) - Uh = FortA Vb.1 - AÍ 

13. x p = - 5 cos 2/ + 5 sen 2i 


sen u sen v = ^|cos(m — ü) - cos (« + p)|. 

Fazendo u = - a/)t e p = y(y + u>)r. 

obtemos 

sen y (y - <o)/ sen í (y + ío)/ = | (cos ( 0 / - cos yt 


do qual o resultado segue-se. 

(b) Para € pequeno, y ** to assim y + ui ■ 2y e 
portanto 


sen y(y-o/)f sen ~ (y + co)/ 

( 0 / ♦ y)(<o - y) 2 2 


■ sen £/ sen y (2y)/. 

2 ye 2 


4c) Pela regra de L*Hôpital. o limite dado é a 
mesmo que 


lim 
r. -4 0 


For cos cr sen y/ 

2 y 


Fq 

= — / sen y/ 
2 / 


Fo 

— / sen < 0 /. 
2u> 


EXERCÍCIOS 5.4, p. 264-265 

I. 9 ( 1 ) a - y cos 4/ ♦ y; i(r) = 15 sen 4/ 


V 2 sen ^ 2 / - j j 


15. (a) x(0 * x e + x p 

= C 2 cos <ut + C 2 sen w/ + 


cos y/. 


0 / 2 - y 2 

em que as condições iniciais implicam que 

C| = - Fo/((o~ - y^) cq = 0. 

(b) Pela regra dc UHôpital. o limite dado é o 
mesmo que 


um 

y-* « 


Fq(-i sen yt) _ Fb 
- 2 y “ 2 o/ 


t sen o//. 


17. x(0 = ~ cos 2/ - y sen 2 / + J , sen 2r + | / cos 2/ 

19. (a) Lembre-se de que 

cos(a - v) = cos u cos v + sen u sen t» 
cos(u + v) = cos u cos v - sen u sen v. 

, Subtraindo, temos 


3. subamortecido 
5. 4.568 coulombs; 0.0509 s 

7. < 7 (r) = 10 - IGe"*(cos 3/ + sen 3/): 

i(r) = 60e ‘ * sen 3f. 10.432 coulombs 
’• 9/; = ^ sen / + ^ cos 1 

* = J 2 cos , - m ^ , 

13. <?(f) = -ye' ,(V (cos lOr + scn 10/) + | j coulombs 

15. Mostre que dZ/dC = 0 quando C = I /Ly 2 . Nesse 
valor Z é um mínimo c a amplitude correspondente 
Eo/Zè um máximo. 


17. 9(0 = 


í 


■p-l.c 

JLCio ' 


sen 


C0$ 1lc 

EoC 


1 - y 2 LC 


cos yt\ 


1(0 = io cos 


n'LC 
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1 

VZc 


EoC \ i 
qo I sen 


I - y 2 LC 


'ÍLC 


EoCy 


I - y 2 LC 


1 


sen yi 


Vã 


19. 0(1) = - cos 4/ 4 — sen 4/; |; n/ 2; 2/n 


Capítulo 5 Exercícios de Revisão» 
p. 267-269 

1. 8 cm 
3. 5/4 m 

5. Falso; poderia haver uma força externa agindo no 
sistema 

7. supcramortecido 


9. 

9/21 

M/m 


11. 

*(0 



13. 

0 < 

m € 2 


15. 

Y a 

8 VT/3 


17. 

x(D 




X 

cos 2 Vã/ 4- sen 2 Vã/ 

19. 

<•> 

9(0 = “ sen I00r + 

Ts 


(b) 

i(0 = - | cos 100/ + | 

cos 50/ 


(O 

/ = nn/50. n = 0. 1.2. 

• • • 

EXERCÍCIOS 6.1, p. 284 

-285 

1. 

y ■ 

ctx’ 1 4- cax 2 


3. 

y = 

C| 4- O In X 


5. 

y = 

ci cos(2 ln x) + C 2 sen(2 

ln x) 

7. 

y = 

«*«* - *' + c* 0 * 


9. 

y = 

ci cos(j ln x) 4- C2 scn(j 

ln x) 

11. 

y = 

Cix -2 4- cu -2 ln x 



15. y = x ~ 1/2 1 ci cos | ln x j+ C2 sen ^ —■ In x j j 

17. y = nr 1 + Ci cos(V2 In x) + cj sen(V2 In x) 

19. >• = cix" 1 + C 2 X 2 + cyx* 

21. y = C| + C2X + cu" + cax " 3 


23. y = 2 - 2r 


-2 


25. y = cos(ln x) 4- 2 scn(ln x) 

27. y = 2(- x) l/2 - S(-x) ,/2 In (-x) 

29. y * ci ♦ C2 In x 4- ^ 

31. y = cix* l/2 4 cax"‘ + j^x 2 - gx 
33. y = cix 4 cix In x ♦ x(ln x) 2 
35. y a C|X~ 1 4- cu + ^x 2 


37. y*x*(ci cos(3 In x) + C2 scn(3 In *)I + -j|j + -j^x 
39. y « nx 2 + cix ~ 10 - |x‘ 5 

43. y = ci(x - 1)"’ + ci(x - I) 4 

45. y = ci cos(ln(x 4- 2)) 4- ci sen(ln(x ♦ 2)) 

EXERCÍCIOS 6.2» p. 296-297 

i. (-i.il 

3. (-M> 

5 . 12 . 4 ] 

7. (-5. 15) 

9. (0) 

x + ^ + I X 3 _ ± lS + ... 

». X - f X ’ t 2 . x > _ £ X 7 + ... 

. 5 . x *-l x *+ 

X + ÍX J + X x 3 + Jl x 3 + ... 




13. y = x[ci cos(ln x) 4- ci seo(In x)] 
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19 . | 

21. y = «-; y = co1 *" 


8 2 x 5 2 x 2” ,o 


10! 


x + ... 


n ! 


* ■ o 


23. y = ce x y = co 




7. yi(x) = co; >t(x) = cj V - x" 

^ n 
u * I 


9. yi(x) = ro; £ x 2 ": y 2 <x) = cj £ x 2 " ’ 1 

n - 0 « = 0 

> l(,,=co [ 1 + 4 jJ "TTTT ,4+ ilTêM **”'”] 

~4 «ff'- 

13. yi(x) = coH + ix 2 + ix 3 + ±x 4 + ...1 
y 2 (x) = ci|x ♦ ix 2 + ±x 3 + ix 4 + ...1 
15. ><x) «= -211 ♦ ±x 2 + ♦ ±x 4 + ...1 ♦ 6r 

= 8x - 2*‘ 

17. y<x) o 3 - 12 * 2 ♦ 4x 4 
19. yi(x) « coíl - 5 X 3 + 1 ^x 5 + ...] 
yj(x) = c\[x - -jLx 4 + j^q x 6 + ...I 

21. yi(x) = coll - ix 2 ♦ ix 3 - i, s + ...| 
y 2 <x) = ci(x - gx 3 ♦ ±x 4 - + ...1 

23. yi(x) s *°[ 1 ♦ 77 ** - ^ ** “ * -1 


25. y = c/( I - x); y s to J x " 

« » 0 

27. y = Ci cos x + C 2 sen x; 

r (-If 2 ., v* (- D" 22 , ♦ 1 

V = ^ ( 2 *)! x ri 21 ( 2 a + |)! * 

««0 *-o 

29. > = C, + C2*‘; 


V X r’ * 

V * co + ci 2 , = co - ci + ci 2 , 77 


* - 1 


• - 0 


co - Cl + c\e 


EXERCÍCIOS 6.3, p. 306-307 

*• y,<x,a£0 [ ,+ T7I xI + 67TT3 


x 2 


!*♦... J 

" C \ X + 4x3 J ‘ + 7x6x4x3* 


9 * 8 x 6 x 5 x 3 x 2 
y 2(0 = ^ 

! 

10x9x7x6x4x3 


■H 

3. yi(x) = *°[ 1 “ y? * 2 “ " fl * 6 " •••] 

>7(X) = Cl^x + x 3 - ^ X 3 + yy X 7 -f ...j 


2 4 5 x 2 7 

C| X+ 4 ! X +~JT~ * 


, 8 x 5 x 2 ,o 
10 ! * 


5. yi(x) = co 1-yj-r 3 + h x6 " L 4r~ x9 + -] 


>2(x) 


[ 2 2 4 5 2 x 2? 7 

C, |/-4T X + 7! X 


I 2 3 5 6x3 K 9x6x3 h 

+ 2! x + sT* + TT X + -ÍIT- X + " 


25. Para a = I; y = x; para n = 2: y = 1 - 2r . 


EXERCÍCIOS 6.4, p. 328-329 


1. x = 0. ponto singular irregular 

3. x = - 3. ponto singular regular, x = 3. ponto singu- 
lar irregular ' 




458 Equações Diferenciais Volume I 


5. x = 0. 2 i. - 2 i, pontos singulares regulares 

7. x =* - 3. 2. pontos singulares regulares 

9. x = 0. ponto singular irregular, x = - 5. 5. 2. pon- 
tos singulares regulares 

11. n » f . n * 0; 

*x)-c,x~[.-fx + 7 ^x’ 

" 9 X 7 x S X 3! * *"•] 

+ C 2 [l ♦ 2* -2x*«-j^ j 


M = Cix 


[l+ix + ^x 2 *— *— xV.. 

[ 5 5x7 5x7x9 

Cax-Kl + {x+ — i-x 2 
~ [ 2 2x4 


+ -x 3 + ... 

2x4x6 


n = 0 . n « - 1: 


>1-0 = C,x-‘ £ 
n -0 


* - 2/1 


(2/i>! 


C2X ^ ( 2 * ♦ I)« 


I 2/i ♦ I 


13. ri = ; . n e 0 


/i • 0 


y(x) * Cix 


H 


X + 23 x 15 x 2 * 


- |Ci cosh x ♦ Cj sen x] 


rj = 4. r; = 0; 


31 x 23 x 15 x 3! 


x' + 


+C2 


15. r\ » j , n a 0; 


xV 


,<x) = C^I+jx + ix J ] + Cj S (n + l)x‘ 


r\ = n «= 0 : 

Hx) = Ciyi(x) ♦ C 2 1 >’i(x) In x + yi(x) 


^x)»C,x l/J [l + ix + — í— x J + — x’ + ...1 x (■_, + ± x í _ — -i— X 1 

[ 3 2 x 2 3 3 x3! J { 4 3 x 3! 

+ Cz [ 1 + 2* + 5 x 2 * + 8x5x2 l + **'] ecnqueyi(x) = £ x" ■ 


+ 4x 4!^* 


17. n = - . n - 0 


Ax) = Cix 


2 x 2 2 2 x 3 2 

I + — = — x ♦ x l 


9x7 


+ Il^x )x 7 "“] 

+ Cl [‘ + ix-ix*-ix’-...] 


19 . r\ = | , n = i ; 


cm que >i(x) 3 £ “ x" «= e* 

• -0 

n * a * 0*. 

><*) = Ciyi(x) ♦ CibiW In X + yi(x) 
x (2r + fx 2 ♦ f x> + ...)!. 


cmqucyi(x) = £ - ^ x" 
*-o C« O" 

n ■ n = l; 


**) = C,x 2/3 [ I - ±x + £x 2 - ±x 3 + ...| 


y(x) = Cixe"’ + Cixe' 


+ ^■”11 -ix + ix J -^x 3 + ...| 


X ln x + x + 




21 . fi-U.-ji 


n = 2. rz = 0; 
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y<x)=Cix 2 + Cij^x 2 In x - ^+x-y^ x } + ... j 

35. O método de Frobenius proporciona somente a 
solução y(x) = 0. 

37. A suposição y = q <ax" ’ 'conduza 

c n l(n + r)(n + r ♦ 2) - 8] = 0 

para n £ 0. Para n = 0 e cu * 0 tentos 
r 2 + 2r-8=Oe assim n = 2. n = - 4. Para 
esses valores, somos forçados a fazer r* = 0 para 
n > 0. Logo. uma solução pode ser obtida na 
forma y = cox r . Segue^se que a solução geral 
em0<x<ooé> = Cix ‘ ♦ Cix ~ . 

39. r(r- I) + y r - y = 0; n=|. n = - I 


EXERCÍCIOS 6.5, p. 343-347 

I. y = ciJi/M + o/- |/J(x) 

3. y = aJs/úx) + c*/-s/2(x) 

5. y = ciJtfx) + ciFotO 
7. y = ciJ&x) + ciYt&x) 

9. Depois de usarmos a mudança de variável, a equação 
diferencial toma-se 

íV + Xt>' + (A 2 X 2 - a 0. 

Como a solução da última equação é 
V = c\J\n£x) + ci/. i/2(Ax). 
temos 

y = cix~ ,/2 /i/2(Ax) + eix ' ,/2 y-i/ 2 (Ax). 

I I. Após substituir na equação diferencial, encontramos 
xy" + (I + 2#i)y'+ xy 

= X‘" - ‘ [x 2 Jn + xJn + (x 2 - n Z )Jn ] 


= x~*~ 1 x 0 = 0. 

13. Do Problema 10 com n = y encontramos 
y = x ,/2 7i/2(x); do Problema 1 1 com n = - \ • en- 
contramos y = x ,/2 7- i/2(x). 


15. Do Problema 10 com n = — I, encontramos 
y = x~ 7- i(x); do Problema 1 1 com n = I. encon- 
tramos y = x“ *-/ 1 <x) mas com J- i(x) = -7i(x). 
não obtemos nenhuma nova solução. 

17. Do Problema 12 com A = I ct> = ±|, encontramos 
y = VIyj/ 2 (x)cy = VxV- J/ 2 ÍX). 

19. Usando a sugestão, podemos escrever 


xJ, 


■ - s. siiíMfr 


-» I 


« - o 


4- X 


n!Hl 


(-1)" 


<-ir r 

1 + V + /l) I 


v 2 n + v 


* • o 


n ! T(n 


M*) 


2/i + v - I 


21 . 


3 -vMx) + xJo- i(x). 
Subtraindo as equações 

f 

xJo (x) = vJ p (x) - xJv ♦ i(x) 

xjí(x) = - vMx) + x/p - i(x) 
temos 2t»7 p (x) = x/ P ♦ i(x) + xi p - i(x). 


23. Do Problema. 20. “ [ry i(r) | = rJa(r). Portanto 


í 


rMr)dr 


r± 

dr 


xii(x). 


[ry|(r)|dr = r7|(r) 


25. Começando com 

xVo = x" * ‘x/o = X a “ 1 ~ (x/|) 
e então integrando por partes. 

27. /_ ,/ 2 (x) = ~ cos x 


29. 7- 3/2<X> 




sen x - 


cos x 


] 
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31. /- S/2<*) 


VJ"[l Sínx + (7" ')“*'] 
- ,/5W= VJ J( 1 -7 )•“'♦(! “7 ) cosx ] 


43. 


33. / 


35. >• = ci/p(x) + nl-oix), v * inteiro 

37. Como l/T(l - m+ n) = 0 quando n <, m - 1. m 
um inteiro positivo. 


J-mW = I 


(-D" 


n • 0 


/i ?r(L - m 


+ n) (f) 


2n - m 




(-ir 


n ! T(l - m 


-*•">( 2 ) 


2n + m 


45. 


y (-D»-" + m 

t " o (t + m)!r(l+*) [2 J 


* + m) 


M r y LIE f£\ 

^ Hl + k + m)k ! (2 J 


2k + m 


k - 0 


= (- ir/-(x). 

39. (a) /uo = ^(231 x 6 - 315x 4 ♦ IOSlC 2 - 5) 


41. 


PM = -£(429x 7 - 693lt 5 + 315x 5 - 35x| 
(b) y = P(Ax) satisfaz (I - x 2 )y ~ - 2xy' + 42y = 0. 
y=*P7<x) satisfaz (I - x 2 )y"~ 2xy'+ 56y = 0. 

Se x ■ cos 0. então ^ ^ ^j = -sen0^c 

dfj (IX dü ax 

= sen 2 0 ^ - COS 0 ^ • Agora a 


47. 


49. 


(I - x 2 ) ^ - 2x £ + n(n + l)y = 0. 
dx~ « 

Usando série binomial, formalmcntc temos 
(I - 2n - l 2 )- 1 ' 2 = I + I(2r/ - / 2 ) + 

♦ 1 ,* 3 x (2xi - r) 2 + .... 

2*2! 

Agrupando as potências dc / encontramos 

(l-2o + í ! r l/2 “l X I o + X x / + ±(3x 3 - Dl 1 + . 

- W*V° + Pi<*V + ftWr* + ... . 

P«a* ■= I. /■•(*) = ±13 x/>i(x) - Potx)) 

= j<3x ! - I). 

Para * = 2. PM = i [Sx/*2(x) - 2Pi(x)| 

= i(Sx 5 - 3x). 

Para* = 3. P,(x) = i|7xPj(x) - 3/>2<x)| 

- í (35x* - 30x’ + 3). 

P»r» * = 4. PM = ±[9x/*4<x) - 4ft(x)| 

- j(63x 5 - 7Qt J + lSx). 

Para* = 5. PM = ± 1 1 lxP s (x) - 5/>.(x)] 

= ^(23lx‘ - 3ISx 4 + lOSx 2 - 5) 

Para n = 0. I. 2. 3. os valores das integrais são 
2* f • f e 7 * respectivamente. No caso geral. 

Í l 

PÍWdx = — -• « = 0,1.2.... 

- | Z/I ♦ I 

n é obtido dc (4) da Seção 4.2. 


equação original pode ser descrita como 
d 2 \ cos 0 dy , .. » 

"=* + S + ■<" + '» “ °- 


de 


Capítulo 6 Exercícios de Revisão, 
p. 348 


assim 

sen 2 0 — -*r - 2 cos 0 + /i(/t + l)y = 0. 

dx i ax 

Como x = cos 0 e sen 2 0=1- cos 2 0 = 1 - x 2 . 
obtemos 


1. y = cix" l/J + C 2 X 1/2 

3. y(x) = eix 2 + C2X 3 + x 4 - x 2 ln x 

5. Os pontos singulares são x = 0. x = - 1 + VJi'. 
x = - I - VTí. Todos os outros valores dc x, reais 
ou complexos são pomos ordinários. 
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7. ponto singular regular x = 0; ponto singular irreguíar 
x=5 

9. ponto singular regular: x = - 3. x = 3; ponto s.ngu- 
lar irregular x = 0 


I + e 




11. W < ~ 


13. >*i(x) = coj^ 


I-^-x> + 


3x2 6 x 5 x 3 x 2 


— x 9 4 J 

3x2 

c, [ x ‘rh x4 + 7777773 x? 


9x8x6x5x 

rt*) 

L 

i 


10x9x7x6x4x3 


x 10 ♦ ... 


] 


15. y.(x) = <*[l ♦ |x 2 + jx 1 ♦ |x 4 ♦ ...| 
yi(x) ■ Cl (x + ±x J 4 ±x 4 + ...| 

17. r| = 1, n = - - ; 

“ c,x [ 1 * 5 x + 77T7 x ’ 

*9x7x5x3*2* 1 * "'] 


+ Cm" 1/2 
19. n = 3. n = 0; 
yiU) 

y(x) * Ciyi(x) 4 

xí- 


Cj^x 3 4 ^ x 4 4 y x 5 4 ... | 

C '[~l6 


yi(x) ln x 4- y,(x) 


( I I . I I . 1 1 . 

( 37f <7* Wí “JJ 

21. n = o = 0: ><x) = C\e* 4 Cie* ln x 


x 2 4 1 


7. 


9 1 _ 1 

s 72 r 


II. 


13. 


15. 


17. 


19. 


s - 1 
1 

(s - 4) J 


1 


r + 2x 4 2 

*2-1 
(í Z ♦ l) 2 
48 


21 . 4- -52 


23. 


x* x 
2 . 6 3 

7**7*“7 


25. 4 4 *i 

X 4 X 3 X 2 * 

27. i + -L- 
s x - 4 


I 2 1 

Z9. — 4 4 


31. 


s s - 2 x - 4 

JL _ is 

x 3 x 2 4 9 


23. ><x) = cb 


I— L 2 ■ » 4 I ♦ 

2 2 ^ 2 4 (l x 2)2 X 2 6 <1x2x3) 2 * J 


33. Use senh kl 


#{senh kl ) 


- e- 4 ' 




EXERCÍCIOS 7.1, p. 360-362 

I. 


l 1 

“7 T e 

s l x z 


35. 


37. 


1 I 


2(x - 2) 2x 
2 

x 2 + 16 


39. £-1 

[x 2 4 9 x 2 + I 


para mostrar que 


3 . 
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41. 


' 3 I \ 

y + 9 * 2 + 1 j 


43. O resultado segue-se fa/endo m = si cm 


31. - ~e~ 11 + j cos 2/ + -J sen 2/ 


33. j sen / - J sen 2/ 


45. 


> - 


l r <5» 


■t 


35. l/s 


<//. 


j3 /2 


iL 

,.3/2 


47. EmOSl$ I, r’”^f '(i>0). Portanto. 
* I f I 

* " -7 dt £ e ' 1 I -!r dt. 

J 0 * L J o i z 

A última integral diverge. 


EXERCÍCIOS 7.2, p. 369-370 


>• i' 2 


3. / - 2/ 4 


5. I + 3/ ♦ |r 2 + £/ 3 


7. / - I ♦ * 


9. i*-" 4 


EXERCÍCIOS 7.3, p. 381-384 


i. 


i 


7. 


9. 


d - ior 

6 

<J + 2) 4 
3 

<* - I» 2 + 9 
3 

<* - S) 2 - 9 
1 — 1 


I 


(s - 2) 2 (s - 3) 2 (s - 4) 2 


II. T 


lí I J + I 

I L <+, '( í+ .) 2 + 4j 


13. 

15. 

17. 




*** sen t 


— 24 • *1/ 

* cos t - 2 <* sen / 


II. | sen 7f 


19. -fé’' 


13. cos(l/2) 


21. 5 - i - 5**' - 4re" - 2/V' 


15. £ senh 4/ 


17. 2 cos 3/ - 2 sen 3/ 


- f 


23. — 
2 


,9. í-í^ 


-2. -2, 

25. - + 2 

7 * 


21. 3 ,-* + !<■ 


23. 0,3r 01 ' + O.fe- 0 - 2 ' 


27. í f-" 


25. i 




-f 


29. 


(s - 1) 


31. i(l - 2) 2 <8/(1 - 2) 


29. i|-iscn2/ 


33. - sen f <80(1 - jr) 
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35. Wt - 1) - e‘ u ’ 11 «(I - I) 


37. 


39. 


41. 


l 2 -4 

<* 2 + 4> 2 

6i 2 4- 2 

(, 2 -l > 3 


\2s - 24 
|(i - 2) 2 + 36] 2 


43. sen t 

45., (c) 

47. (0 
49. (a) 

51. At) = 2 - 4 <#(/ - 3); 

»{AOI “ -f - T «"** 


EXERCÍCIOS 7.4, p. 392-394 

1. Como /'(O = e 1 . AO) = I. seguc-sc üc (I) que 
&{e' ) = sSe[e' ) - I. Resolvendo, lemos 
%{e l \ = l/(i - I). 

3. (i 2 + ls)F(s) - s - 2 
2i - I 


5. Hs) = 


(5 - D 


2 


7. 


9. 


11 . 


13. 


1 


As - I) 


i + I 


s[(s ♦ ir ♦ ii 


1 


^-1) 


3i 2 ♦ I 

iV*l > 2 


53 . AD ~rw- D 

-Cr-lf «(f- l) + 2 (/ - !)«(/- 1 ) + ■«((- I); 


-7 


-1 -I 


*wo> - 2 ^ + 2l r + — 

l 3 l 2 * 

55. A')* * - * &(t - 2) 

- r - (f - 2) «(/ - 2) - 2 «(* 


- 2 ); 


I 


-2j 


-2i 


) - “1 - 


- 2 


57 . AO = &(t - a) - «(/ - b ); 

-OJ 

*(AO > = ^ - h- 


59. 


XO 
lt 






19. 


i - I 


(s ♦ l)((i - I)* + I) 


21 . J 


23. 1 - <• 


-f 


25. -i, 


27. jt sen 2/ 


29. O resultado scguc-sc fazendo m = / - t na primeira 
integrai. 


31. 


1 - e 


- as 


o-*-") 2 

j(i-« _2flí ) í(i+í" flí ) 


61. 


63. 


t 

sen 2/ 
t 


33. sf-L-— L-l 
* [bs e bs -\) 


35. 


cotgh(;rs/2) 
, 2 + i 
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s 2 + I 


39. i(t) = 20.000[/e“ ,ÜOr - (/ - ly' ,00( ' ■ 11 W(l - Dl 


41. q(t) 


fíj C 

I - kRC 


e~‘ /RC V. 


EXERCÍCIOS 7.5, p. 407-412 

1 . y m - | + e l 


3. y 


/e" 4 ' + 2 *“ 41 


s - 


7. y = 
9. y = 


I , . 2 _ 2 lí + Ü 2 ,-* 

5 * 2? 27^ + T" 




II. y = cos f - ^ sen / - ^ / cos í 
13. y e I “ cos / + sen í 
15. y.-f^ + i,-* 


«(«> = f 


43. q(i) = f *<f - 3) - |e _5</ " 5> «*(/ - 3) 


45 - i(0 = T5T , '‘“-TÍí cos ' t l^ scn ' 


Toí"n( , ”T 


47. i(í) = 




17. y * cos I 
19. y = [5 - 5e 


-(r- D 


1 *(i - D 


21. y = + I) 

- i(í - I) «*(/ - I) 

+ ±e -2(, ~ 0 «(í - I) 

23. y = cos 2/ - £ sen 2(r - 2n) V(t - In) 


+ \ scn(/ - 2 n) W(l - 2*) 


25. y = sen / + (I - cos(l - n) «(( - n) 
- II - cos(/ - 7jz) V{t - 2 n) 


27. y = (< + IVí" + (í - l)e" 


29. yfr) = sen t 

31. Al) = - ♦ je' + Jfí' + 


33. At) = 


35. AO = f * h + j*'* + { cos 2í + i sen 


8 2 


37. y = sen / - — / sen / 




*1 - 1 


Para 0 £ I < 2. 


^ + ‘p(e~* t/L - 1). OSKI 

*»- 

I ♦ l>a - I). IS/<2 

49. q(t) = je" ,0, + 6/e’ 1 "- j cos lOr; 

i(í) « - 60 «r ‘ 101 + 6 sen 10r; 
a coirenie estacionária é 6 sen 10/ 

51. ,<f) = ‘ 51 cos(l/VtC)] 

dt* + Al 


+ ^(,/VIC) 

* Í + Z c 


53. 40 = 


3 -7K, VÍ? 7VÍ5 -• 


-V 


/Í5 - I(i VÍ5 


*s(íÍ x *_£ x > + i Jt « ■ 

El [ 4 * 6 x 24* ' 
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I7wq L* . hqL 4 
384 Et ' 8 El 


Capítulo 7 Exercícios de Revisão, 
p. 419-421 


st. >« - S/ ** " S * aS, '* 

1. 

7-y 


3. 

5. 

falso 

verdadeiro 

* • 

7. 

1 


s + 7 


9. 

2 

EXERCÍCIOS 7.6, p. 417-418 

, 2 +4 

1. y = e x, ~ 2) 4/(i - 2) 

11. 

4s 

<i 2 4) 2 

3. y = sen x 4 sen x 4l(t - ir) 

13. 

*'* 

5. y = -cos x 4 /( x — ~ 1 4- cos x 4í{ x - ~ ) 

15. 

i' 5 ‘* 

\ / V / 

7. y-$ -*«-*♦! i-ie^-^lWíx-l) 

17. 

e v cos 2/ 4 | e 5 ' sen 2/ 

19. 

cos x(x - 1) «*(x -1)4 sen n(t 

9. y rr*’ 2 *' " 2x1 sen / -ET (/ - 2x) 

21. 

-5 

11. y = e ” ^ cos 3x 4- sen 3x 

23. 

e-‘-F(í - a) 


25. 

(•) XO - f - Cf - D W(x - 1) 


- !)•«</- D 


4 je' 2 *' “ Mí sen 3(1 - n) *l(t - *) 

+ sen 3 <x - 3*) W(x - 3x) 


13. ><x) 


8 (**■-**•} 


m *w«>) 

(c) »-*'*" 

(i-i) 2 (,-i) 2 

_ 1 c -«f - D 


4 EI 


o 5 * < /y 2 


U7 <, x < L 


15. De (7) com f[t) = e~ u , (emos 


Sem - to ) } = I = e~“ô(t - to) dl = e~’ m . 

'o 

17. y = e~' cos / + e“ (/ ” U) sen t «(/ - 3*) 


19. i(l) = I não 


(í- D x 

27. (a) Jtr) - 2 + (r - 2) «/(x - 2) 
<«» -2?c/to ) = 2 + 1,-* 

(c) JrC*'XO)« — ♦ 


29. y = 5xe' 4 \t 2 e' 


*- 1 u- d 2 


31. y = 5 «<#-x)-5e 2<r “* ) cos V2(x - n) W-x) 
+ S&e 21 *-*' sen V2(x - x) 4*(x - x) 

- 1- m ~ 5<» - » - £<' - ’> 2 


33. 
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35. y = I + t + ~t 2 


37. i(í) 3 -9 + 2/ ♦ 9e 


-f/5 


J 9. yW-T^T 




ÍHÍ"H)] 


EXERCÍCIOS Apêndice I, p. 425 

I. (a) 24 (b) 720 (c) 4 Vã/3 (d) -8 Vã/15 

3. 0.297 


EXERCÍCIOS Apêndice III, 
p. 432-433 

1. -58 3. 248 5. 12 7. I6r* 

9. x * 4. y - -7 II. x b 4, y ■ 3/2. * 3 I 

13. Seja z a i,i real arbitrário. A solução éi = -//3. y 3 
5r/3. z = í;o sistema representa interseção linear de dois 
planos. 


EXERCÍCIOS Apêndice IV, 
p. 437-438 

1. 7-4/ 3. -11-11/ 5. 3-4/ 


7 1.11 o i 2. II r - , t *' 2 

'* 54 34* * J4 ’ 34* U * 1 9 


I 


I 


5. rCc)> [ > e" 1 í l e"di 3 — 

J 0 J Q xe 

parax > 0. Asx -* 0*. l/x -* +•**. 


13. z - e 


15. c 3 2V2. 


M/4 


17. z 3 I2e 


M/3 


M/6 


19. Z 3 2e 


21. r = -8 
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